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Quickies

1. Betrachte zwei Matrizen A, B mit den Eigenschaften AT = A, BT = —B. Zeige tr(AB) =
0 und schreibe dies in Indexschreibweise aus. Wie verallgemeinert sich dies zu hoéheren
Tensoren[?

2. Was ist das elektrische Feld und Potential einer Punktladung?
3. Wie lat sich €€k, mittels Kroneckerdelta 64, umschreiben?

4. Was ist das Coulomb Gesetz in differentieller und integraler Form? Zeige deren Aquivalenz
mittels des Satzes von Gauss.

Anwesenheitsaufgaben

1. Rechnen mit der Deltadistribution
Formal ist die Diracsche Deltadistribution é, als Abbildung von einem Funktionenraum F
auf C definiert mit d,[f] = f(a) fiir beliebige Testfunktionen f. Es ist gebrauchlich in der
Physik, dies formal mittels einer differenzierbaren “Funktion” §(x — a) auszudriicken als

Sulfl = f@) = [ fa)ste—a). 1)

Bedenke, dass d(x — a) nur in Integralen definiert ist und dementsprechend alle Eigen-
schaften immer in Integralen zu zeigen sind. Dennoch ist es iiblich, Aussagen direkt mittels
d(x — a) ohne Integral zu formulieren.

a) Zeige, dass der Integrationsbereich in (1)) auch [a — €, a+ €] fiir € > 0 sein kann. Wihle
die Testfunktion f = 1. Welche Eigenschaft erfiillt §(z — a) dann?

fn

a—1/na a+1/n

Abbildung 1: Die Funktionenfolge f,,

b) Wiéhle die Nullfolge f,, aus Abb. 1 um mittels einer Abschiatzung des Integrals zZu
zeigen, dass 0(x — a) keine Funktion ist.

!Tensoren werden im Verlauf der Vorlesung noch eine entscheidende Rolle spielen. Bis wir eine genaue Definition
geben, ist ein Tensor ein Objekt mit &£ Indizes



c¢) Verwende partielle Integration um zu zeigenEl, dass
U = (1@ = [ @i a). )

Wie oft ist 6(x—a) daher differenzierbar? Begriinde die Schreibweise 5 = (=)0, -2
d) Zeige z6(x) =0, —zd'(z) = §(x) und d(ax) = e |5( x).

e) Berechne 6(z2 — a?) und zeige, dass

o) = ‘w mit g(z;) = 0. (3)

2. Mehrdimensionale Deltadistribution in der Elektrodynamik
Definiere die drei-dimensionale Deltadistribution &z als

salf] = [ 1057~ s - {f @, acv (4)

0, sonst.

a) Stelle 0(7— @) in kartesischen Koordinaten, Kugel- und Zylinderkoordinaten dar.
b) Was ist die Ladungsverteilung p(7) von N Punktladungen bei 71, ...,7n?

c¢) Nutze die Deltadistribution in Kugelkoordinaten um die Ladungsverteilung p(7) einer
homogen geladenen Kugelschale vom Radius R mit Ladung @) anzugeben.

d) Was ist p(7) einer homogen gelandene Zylinderfliche vom Radius R.

e) Bestimme die Ladungsverteilung eines homogen geladenen Diskus vom Radius R von
zu vernachlédssigender Dicke in Zylinder wie auch Kugelkoordinaten.

3. Greenscher Satz
Seien ¢ und ¥ differenzierbare skalare Felder, V' ein abgeschlossenes Volumen mit Ober-
fliche OV und 9z = 7 - V die Richtungsableitung bzgl. der Oberflichennormale.

a) Zeige mit dem Satz von Gauss die Greensche Identitét:
/ (VO - VU 4 AV d3r = / POz Vd*r (5)
v v
b) Beweise damit den Greenschen Satz
/ (PAT — UAD)d>r = / (®OzT — WO D)d>r. (6)
v v

Hausaufgaben (35 Punkte)

1. Darstellungen der Deltadistribution (10 Punkte)
Die Deltadistribution lafst sich zum einen darstellen als Ableitung von Funktionen, zum
anderen als Limes stetiger Funktionenfolgen.
a) Zeige, dass 6(z — a) = L0(z — a). (2 Punkte)

b) Beweise, dass

1 1
§(x) = lim ——" = lim ——

n—oco 1+ n2x2 o007y 4+ a2’

Spalte hierzu das Integral in drei Integrale [—oo, —¢], [—€, €] und [e, 0o] auf.

(4 Punkte)

2Beachte, dass hier 6 die n-te Ableitung der Deltadistribution bezeichnet. Spéter schreibt man oft auch 5
um die n-dimensionale Deltadistribution zu notieren.



c) Zeige ebenso, dass gilt

: 2
d(z) = lim ne TN d(z) = lim L <s1n(nm)> ,

n—oo n—oo T nx

1 /Mm .
0(x) = lim / ek df.

(4 Punkte)

2. Greensfunktionen in d = 1,2,3 Dimensionen (10 Punkte)

Die Greensche Funktion G zum Operator A wird eingefiihrt als dessen Operatorinverses,
d. h. als Lésung der Gleichung

AG(F, ™) =6(F—1). (8)

Mittels G 1iRt sich die Lésung der inhomogenen Gleichung A®(7) = f(7) fiir beliebiges
f bestimmen. In der Elektrostatik identifizieren wir den Laplace-Operator A = A und
die Ladungsdichte —%p = f, welche durch die Poisson-Gleichung das elektrische Potential
®(7) bestimmten. Viele physikalische Probleme in drei Dimensionen reduzieren sich auf
niedriger dimensionale Probleme, weswegen die Kenntnis der Greensfunktion G in d = 1, 2
hilfreich ist.

a) Zeige, dass die Greensfunktion zur Laplace-Gleichung in drei Dimensionen (d = 3)
gegeben ist durch G(7') = — L. Verfiziere hierzu

A% S ()

durch

e Auswertung von @ im Integral mit einer beliebigen Testfunktion f(7).
e Wahl der Testfunktion f = 1 und Kenntnis der Anwesenheitsaufgabe la).

Was ist die Asymptopik fiir r — 0o? Ist G(7) eindeutig? (6 Punkte)

b) Bestimme die Greensche Funktion in d = 2 und d = 1. Verwende hierzu Polarkoordi-
naten in d = 2.

(4 Punkte)
Hinweis: Der Laplaceoperator lautet in Polarkoordinaten:

A_LO (0 L 9?
= —— | r— - ==
ror \ Or r2 062
3. Identititen zwischen Differentialoperatoren (10 Punkte)
In dieser Aufgabe sollen einige niitzliche Identitaten zwischen Differentialoperatoren nach-

vollzogen werden. Seien ff, B Vektorfelder auf R3, f eine Funktion.
Zeige die folgenden Identitaten:

a) grad(A-B) = (A-V)B+ (B-V)A+ AArot B+ B Arot A (3 Punkt)
b) rot (fA) = frot A — A A grad f (2 Punkt)
¢) rot (AAB) = (B-V)A— (A-V)B + Adiv B — Bdiv A (2 Punkt)
d) Sei nun f(Z) = f(|Z]). Zeige:

grad f(171) = £/(Z)E , AF(F) = F(7) + & 7/() (3 Punkte)

4. Koordinatensysteme (5 Punkte)
In dieser Aufgabe wollen wir Differential- und Integralrechnung mit Hilfe der géngigen Ko-
ordinatensystemen studieren. Dies ist oftmals angebracht, wenn ein physikalisches System



eine gewisse Symmetrie besitzt.
Der Transformationssatz der Integralrechnung besagt Folgendes: sei ¢ : G — R? ein Diffeo-
morphismus, G C R? ein offenes Gebiet und f : G — R eine Funktion. Dann gilt

f(y) diy = / F(é(x)) |det Dg(x)]| . (10)
) g

Mit D¢(z) bezeichnen wir die Jacobimatrix.

_9¢'
Ol

D¢(x)" ; (11)

a) Bestimme die Transformation des kartesischen Volumenelementes d3x = dz dy dz im
R? fiir Zylinderkoordinaten

(2,1, 2)" = (r cos(¢), rsin(¢), 2)"
und fiir Kugelkoordinaten
(z,y,2)T = (rsin(f) cos(¢), rsin(#) sin(e), r cos(h))?.

Gib ferner an welche Werte (7,0, z) und (r, 6, ¢) annehmen.



