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H11.1 Spin-1
2
System

Wir betrachten die quantenmechanischen Zustände eines Spin-12 Systems.

a) Zeigen Sie, dass die Operatoren Ŝi = ~
2σi, i = 1, 2, 3, mit den Pauli-Matrizen

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
,

die Drehimpulsalgebra

[Ŝi, Ŝj ] = i~
3∑

k=1

εijkŜk

erfüllen. Berechnen Sie den Operator ~̂S2.

b) Der Hilbertraum H des Spin-12 Systems ist gegeben durch den Vektorraum C2 mit dem
Skalarprodukt 〈v|w〉 = (v∗)Tw = v∗1w1 + v∗2w2 für v, w ∈ C2. Zeigen Sie, dass in diesem
Hilbertraum die Operatoren Ŝi selbstadjungiert sind.

c) Zeigen Sie, dass die Zustandsvektoren∣∣+1
2 ; z
〉

=

(
1
0

)
und

∣∣−1
2 ; z
〉

=

(
0
1

)
ein normiertes Orthonormalsystem von Eigenzuständen bezüglich des Operators Ŝz ≡ Ŝ3
bilden. Interpretieren Sie die Eigenwerte bezüglich Ŝz und die Wirkung von ~̂S2 auf die
beiden Zustände

∣∣±1
2 ; z
〉
.

d) Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Pauli-Matrix σ1. Bestimmen Sie ein
Orthonormalsystem von Eigenzuständen bezüglich des Operators Ŝx ≡ Ŝ1. Stellen Sie die
gefundenen normierten Eigenzustände bezüglich Ŝx als Linearkombination der Zustände∣∣±1

2 ; z
〉

dar.

e) Wie groß sind die Wahrscheinlichkeiten im Quantenzustand
∣∣+1

2 ; z
〉

für die Drehimpuls-

komponente Ŝx den Wert +~
2 und den Wert −~

2 zu messen? Was ist der Erwartungswert

von Ŝx in diesem Quantenzustand?

Hinweis: Benutzen Sie das Ergebnis aus d).

(6 Punkte)
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H11.2 Die freie Energie eines Zwei-Zustand-Systems

Gegeben sei ein System mit zwei möglichen Zuständen |0〉 und |ε〉. Dabei hat der erste Zustand
die Energie 0 und der zweite Zustand die Energie ε.

a) Finden Sie für dieses System einen Ausdruck für die freie Energie F als Funktion der
Temperatur T .

b) Berechnen Sie aus der freien Energie F die Entropie S und die innere Energie U als Funk-
tion von der Temperatur T . Skizzieren Sie die Entropie S als Funktion der Temperatur
T .

(4 Punkte)
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