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—~HAUSAUFGABEN—

10.1 Legendre-Polynome und Kugelflachenfunktionen

Wir mochten in dieser Aufgabe die Kugelflichenfunktionen mit analytischen Methoden her-
leiten. In der Vorlesung wurden sie bereits als Eigenfunktionen des Drehimpulsoperators einge-
fiihrt. Die damit verbundenen Eigenschaften wie Orthonormalitit und Vollstandigkeit mochten
wir mit dieser Aufgabe erneut, nun aber mit Mitteln der Analysis, untersuchen.

Der Start unserer Betrachtungen ist durch die Laplacegleichung A® = 0 gegeben. Wir mochten
zeigen, dass die Losungen des Winkelanteils dieser Gleichung durch die Kugelflachenfunktionen
gegeben sind.

2)

Beginnen Sie zunéichst damit, die Drehimpulsoperatoren Ly, Lyy, Lys, L+ und |L|? in
Kugelkoordinaten & = (r cos ¢sin B, r sin ¢ sin 0, r cos H)t zu schreiben. Zeigen Sie damit,
dass der Laplaceoperator A geschrieben werden kann als

10 0 1 >
A== (L) 02,
r2 Or (T 87“) h2r2‘ |
(2 Punkte)

Aus Aufgabenteil a) lasst sich erkennen, dass in Kugelkoordinaten die partielle Laplace-
gleichung A® = 0 separiert werden kann. Zeigen Sie mit Hilfe eines Separationsansatzes,
dass A® = 0 auf drei gewohnliche Differentialgleichungen

d? d2 I(1+1
2500 = Q) . 2500 = ) wa
m2
% ((1 - 352)(;;13(36)) + <l(l +1)— 1 _$2> P(z) =0 mit x =cosf , (1)

zuriickgefithrt werden kann. In der Vorlesung wurde bereits argumentiert, dass [ € N,
|m| <1 und m € Z gilt. Die Gleichung (1) wird auch verallgemeinerte Legendregleichung
genannt.

(2 Punkte)

Losen Sie die Differentialgleichung fiir Q(¢). Beschreiben Sie die Symmetrie des Problems,
wenn m = 0 ist. Losen Sie auBlerdem die Differntialgleichung fiir U(r).
(1 Punkt)

—1/4—



Fiir den Fall m = 0 geht die Differentialgleichung (1) in die Legendregleichung

& (a=AER@) 41t RE =0 2

iiber. Hierbei handelt es sich um eine gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung mit
singuldren Stellen bei x = +1.

(d) Zeigen Sie, dass fiir [ € N die Losungen zu (2) Polynome sind.
(1 Punkt)

Da die Losungen fiir [ € N Polynome sind, sind diese auch an den singuldren Stellen der
Differentialgleichung (2) endlich. Normiert man diese Losungen mit P;(1) = 1 so erhdlt man
das I-te Legendre-Polynom.

(e) Beweisen Sie, dass die Legendre-Polynome als

1 d o,

PF(x) = ﬁ@(a: — 1)

geschrieben werden kénnen. Diese Identitat wird auch Rodrigues Formel genannt. Berech-
nen Sie fir [ = 0,1,2 die Legendre-Polynome. Bestimmen Sie die Paritat der Legendre-
Polynome P, beziglich x — —x.

(+3 Bonuspunkte)

(f) Folgern Sie weiter aus der Rodrigues Formel die Identitét
Pl () = Py = 2L+ 1)P(x) -
(+1 Bonuspunkt)

(g) Zeigen Sie, dass die Legendre-Polynome orthogonal auf L?([—1,1]) sind, das heifit,

1
2
/IP[(I‘),P[/(IL‘) dz = T—i—l&l/ .

Hinweis: Nutzen Sie die Legendregleichung, um die Orthogonalitéit der Legendre-Polynome
zu zeigen und die Rodrigues Formel zur Berechnung der Normierung. Es kann niitzlich

sein, die Integralidentitét f_ll(l 22 de =7 11: ((llj:?) zu verwenden.
2

(2 Punkte)

(h) Argumentieren Sie, dass die Legendre-Polynome Pj(x) eine Basis fiir den Hilbertraum
L?([-1,1]) bilden. Durch sukzessive Orthogonalisierung der Monome {1,z,z% 23,...}
beziiglich des Skalarproduktes auf L?([—1,1]) bekommt man (bis auf Normierung) die
Legendre-Polynome. Vollziehen Sie dies fiir die Monome {1, z, 22}.

Hinweis: Verwenden Sie das Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren.
(1 Punkt)

Nachdem wir uns nun den Spezialfall m = 0 angeschaut haben und die Legendre-Polynome
eingefiihrt haben, betrachten wir nun wieder den allgemeinen Fall m € N.



m
2

(i) Zeigen Sie, dass der Ansatz P(z) = (1 —?)
gleichung

H(x) mit Gleichung (1) auf die Differential-

(1 -2 H"(z) — 22(m + 1) H'(z) + (11 +1) —m(m +1))H(x) =0 (3)

fiihrt.
(1 Punkt)

Ebenso wie fiir die Legendregleichung kann man fir die wverallgemeinerte Legendregleichung
argumentieren, dass fiir [ € N, |m| < und m € Z die Losungen Polynome sind, welche auch
als verallgemeinerten Legendre-Polynome bezeichnet werden. Diese sind an den Stellen x = £1
endlich.

(j) Zeigen Sie, dass die verallgemeinerte Legendregleichung durch die Polynome

m

I3

PM(z) = (—1)™(1 — 2?) Pi(z) mitm >0

da™
gelost wird. Beweisen Sie aulerdem, dass diese Polynome auch durch
1 m dl+m

PP@) = ()" 51— 2) %

geschrieben werden koénnen.
Hinweis: Bestimmen Sie eine Differentialgleichung fiir H'(z) und vergleichen Sie mit der
Differentialgleichung fiir H(z).

(1 Punkt)
Beachten Sie, dass Gleichung (4) sogar fir [ € N, |m| <[ und m € Z korrekt ist.

(k) Schauen Sie sich an, wie sich die vergallgemeinerte Legendregleichung (1) unter m — —m
verhalt. Rechtfertigen Sie dadurch die Definition

B @) = (1 P )

(1 Punkt)

(1) Zeigen Sie, dass die verallgemeinerten Legendre-Polynome die Orthogonalititsrelation

" gy pm 2 (I+m)
/_1Pl (z) P (z) do = mm&l/

erfiillen.
(2 Punkte)

Wir definieren nun die Kugelflachenfunktionen als

20411 —m)! .. im.
Vin(6.0) = |2t 0 cost)o

(m) Berechnen Sie zunéchst fir [ < 2 die Kugelflichenfunktionen. Zeigen Sie weiter, dass
Y5 = (=1)™Y] _,, und das Verhalten unter Paritit Y;,,(m — 0,7 + ¢) = (—1)'Y;,(0, ¢),
welches bedeutet, dass Yj,,(—&,) = (=1)'Y;,,(&).).

(1 Punkt)
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(n) Zeigen Sie, dass die Kugelflichenfunktionen ein orthonormales System von L?(S?) bilden,
das heift, dass

g 2w
/ / Yl;;z (9, ¢)Yl/m/(9, ¢) sin 9d0d¢> = 5ll’5mm’
0 0

gilt.
(1 Punkt)

(o) Die Kugelflichenfunktionen bilden eine Basis fiir den Hilbertraum L?(S?) bilden. Durch
sukzessive Orthogonalisierung der linear unanhéangigen, homogenen Polynome i‘f:&gfi‘g mit
a+b+c<nund 2 = % kann man die Kugelflichenfunktionen (bis auf Normierung)
berechnen. Verifizieren Sie dies anhand der folgenden Polynome {1,#; + if9,43, (21 &
i%9)%3, (21 & i22)%}. Begriinden Sie, warum es nur fiinf Polynome zweiten Grades gibt
und nicht wie naive erwartet sechs {#2, 22, :i‘g, 129, L1123, Tods}.

(2 Punkte)

(p) Zeigen Sie abschlieBend, dass die Operatoren L.,|L|> und Ly die bereits algebraisch
hergeleiteten Eigenschaften

LY (68, 6) = W11 +1)Yim (6, 0)
[A/i}/lm(ea ¢) = h\/(l + m)(l +1+ m)YEmﬂ:l(aa ¢)

haben.
(+2 Bonuspunkte)

10.2 Drehimpulsoperator und Drehungen
Betrachten Sie folgende Drehung in R?

x 1 0 0 x
Y| =10 cosf —siné Y
z 0 sinf cosf z

ieﬁm

Zeigen Sie, dass diese (endliche) Drehung durch den unitéren Operator R,(6) = e’ " gegeben
ist, das heifit, fiir eine Wellentunktion im Ortsraum R? gilt

~

o',y 2') = Re(0)p(x,y,2) .

(2 Punkte)



