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~HAUSAUFGABEN—

H12.1 Spin-Spin-Kopplung

In dieser Aufgabe betrachten wir gekoppelte Spinsysteme. Ziel dieser Aufgabe ist, die Zustande
des gekoppelten Systems durch die Eigenzustiande des Gesamtspins und nicht durch die Quan-
tenzahlen der Einzelsysteme auszudriicken. R

Fiir die einzelnen Spinsysteme bilden {|L1|?,L1.} und {|L2|? L.} einen Satz von kommu-
tierenden Operatoren. Als vereinfachende Notation verwenden wir fiir feste Quantenzahlen I
und Iy im gekoppelten System |mq;ms) = [l1,m1) ® |la, m2) mit einem Semikolon und fiir den

Gesamtspin J = Ly + Lo schreiben wir |j, mj) mit einem Komma.

Wir beginnen mit einer Kopplung von zwei Spin—%—Systemen.

a) Bestimmen Sie die Wertebereiche der Gesamtspinquanzenzahl j und den dazugehorigen

magnetischen Quantenzahlen m;.
(1 Punkt)

b) Driicken Sie zunéchst alle Spinzustdnde mit maximaler Gesamtspinquantenzahl j durch
die Tensorzustidnde |m1;ma) aus. Beginnen Sie hierfiir mit dem Zustand mit maximalem

m; und wenden Sie dann die Leiteroperatoren J4 an.
(2 Punkte)

c) Bestimmen Sie die restlichen Eigenzustédnde mit j nicht maximal iiber die Orthogonalitét

zu den bereits bestimmten Eigenzusténden |j, m;).
(1 Punkt)

Also zweites Beispiel betrachten wir die Kopplung zweier Spin-1-Systeme.
d) Geben Sie alle moglichen Werte von j und den dazugehdrigen Werten von m; an. Be-
ginnen Sie mit der magnetischen Quantenzahl j.x und konstruieren Sie mit Hilfe der

Leiteroperatoren Jy alle Zustinde mit der maximalen Quantenzahl jax.
(2 Punkte)

e) Betrachten Sie nun alle Zustédnde mit j = 1 und konstruieren Sie mit Hilfe der Leiterop-
eratoren Ji alle Zustdnde mit j = 1.

Hinweis: Machen Sie einen allgemeinen Ansatz fiir den Zustand |1, 1).
(2 Punkte)

f) Berechnen Sie die restlichen Zustédnde. Sie konnen hierzu wieder die Orthogonalitétsrela-

tionen und/oder die Wirkung von J+ betrachten.
(1 Punkt)
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H12.2 Harmonischer Oszillator in drei Dimensionen

Wir betrachten den harmonischen Oszillator in drei Dimensionen. Das Oszillatorpotential ist
gegeben durch

V= %wQ (2® +y* +2%) = %wzﬁ .

Wir mochten den harmonischen Oszillator einmal in kartesischen und auch in Kugelkoordinaten
16sen und dadurch zwei unterschiedliche aber dquivalente Sitze an Quantenzahlen erhalten.

a) Zeigen Sie, dass in kartesischen Koordinaten die Zustédnde des dreidimensionalen har-
monischen Oszillators durch die Tensorzustande

[n1,n2,n3) = [n1) ® |n2) @ |n3)

der Eigenzusténde |n;) des eindimensionalen harmonischen Oszillators gegeben sind. Zeigen
Sie auBerdem, dass die Energieeigenwerte durch

3
En:hw<n+2> mit n =n1 +n9 + n3

gegeben sind.
(1 Punkt)

b) Nun verwenden wir Kugelkoordinaten und betrachten den Separationsansatz ¢ (r,0¢) =

@Ylm(& ®), wobei Y, (6, ¢) die Kugelflichenfunktionen sind. Bestimmen Sie die Differ-
entialgleichung

u"<p>=(p2+l“p§”—2hf>u<m mit p = " W

fiir den Radialanteil u(r).
(1 Punkt)

c) Betrachten Sie das asymptotische Verhalten der Differentialgleichung (1) fiir p — 0 und
p — oo. Rechtfertigen Sie dadurch den Ansatz

2 o0
_e
u(p) =pem T > app™
k=0
fir die Funktion u(p).

(2 Punkte)

d) Leiten Sie fiir die Koeffizienten c¢; der Funktion u(p) eine Rekursionsformel her. Argu-
mentieren Sie, dass diese Rekursionsbedingung abbrechen muss. Zeigen sie damit, dass
die Energie durch

mit der Drehimpulsquantenzahl | und einer weiteren Quantenzahl n, gegeben ist.
(2 Punkte)
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e) Betrachten wir nun die Energieeigenrdume zum Eigenwert F,, = hw (n + %) Bestimmen
Sie den Grad der Entartung (Dimension der Energieeigenraume) fiir festes n. Geben Sie
fiir die Energieeigenwerte Ey, Fh und F, die Eiegenzustinde jewiels in den Quantenzahlen
(n1,n2,n3) und (n,,l,m) an.

(2 Punkte)

f) Driicken Sie die Eigenzusténde in den Quantenzahlen (n,,l,m) zum Eigenwert F; = %hw
durch die Eigenzusténden in den Quantenzahlen (nj,ng,n3) aus.

Hinweis: Driicken Sie den Operator L. durch die Leiteroperatoren a; und &3 firi=1,2,3

der eindimenstionalen harmonischen Oszillatoren aus.
(8 Punkte)



