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–Hausaufgaben–

H4.1 Erwartungswerte

Gegeben sei die ein-dimensionale Wellenfunktion in R

ψ(x, t) = Ae−a|x|−iωt , A, ω ∈ R , a ∈ R+ .

Normieren Sie ψ und berechnen Sie die Erwartungswerte 〈x̂〉,〈x̂2〉,〈p̂〉 und 〈p̂2〉.
(3 Punkte)

H4.2 Hermitesche Operatoren

In dieser Aufgabe möchten wir ein paar einfache Eigenschaften von hermiteschen Operatoren
zeigen. Wir betrachten zunächst zwei Operatoren Â und B̂ die nicht selbstadjungiert sein
müssen.

a) Zeigen Sie, dass für das Produkt zweier Operatoren gilt (ÂB̂)† = B̂†Â†. (1 Punkt)

b) Zeigen Sie, dass der Operator Â+ Â† hermitesch ist. (1 Punkt)

c) Sei Â ein anti-hermitescher Operator, d.h. Â† = −Â. Zeigen Sie, dass der Erwartungswert
〈A〉 Null oder imaginär ist. (1 Punkt)

In den folgenden Aufgabenteile seien nun Â und B̂ hermitesche Operatoren.

d) Zeigen Sie, dass der Operator αÂ+ βB̂ mit α, β ∈ R hermitesch ist. (1 Punkt)

e) Zeigen Sie, dass der Operator i[Â, B̂] hermitesch ist. (1 Punkt)

f) Zeigen Sie, dass der Operator ÂB̂ + B̂Â hermitesch ist. (1 Punkt)

g) Zeigen Sie, die Identität 〈i[Â, B̂]〉 = 2 Im
[∫

dV
(

(B̂ψ)∗(Âψ)
)]

. (1 Punkt)
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H4.3 Klassischer Limes des Kommutators

Wir wollen den klassischen Limes ~ → 0 des Kommutators zweier Operatoren herleiten. Dazu
betrachten wir zwei Operatoren Â = Â(q̂k, p̂k) und B̂ = B̂(q̂k, p̂k), die als nicht-kommutative
Polynome in den verallgemeinerten Orts- und Impulsoperatoren q̂k und p̂k (mit k = 1, . . . , N
und den kanonischen Kommutatorrelationen [q̂k, p̂`] = i~δk`) geschrieben werden können. D.h.
wir betrachten die Menge Ω = {q̂1, . . . , q̂N , p̂1, . . . , p̂N} der verallgemeinerten Orts- und Impul-
soperatoren und die Menge der nicht-kommutativen Monome

W (Ω) = {ẑ1 · · · ẑs | ẑj ∈ Ω, s ≥ 1} ∪ {1} ,

so dass wir die Operatoren Â und B̂ ausdrücken können durch

Â =
∑

M∈IA⊂W (Ω)

aMM , B̂ =
∑

M∈IB⊂W (Ω)

bMM ,

wobei die Koeffizienten der Monome komplexe Zahlen sind, d.h. aM, bM ∈ C, und die Menge
der Monome IA ⊂W (Ω) und IB ⊂W (Ω) endlich sind. Im klassischen Limes ~→ 0 werden die
Operatoren Â and B̂ zu Polynomen in den verallgemeinerten Phasenraumkoordinaten (qk, pk),
d.h. lim~→0 Â = A(qk, pk) und lim~→0 B̂ = B(qk, pk).

a) Argumentieren Sie zunächst, dass wir den Operator Â (und somit auch B̂) in folgende
Form bringen können

Â =
∑

k1,...,kN

∑
`1,...,`N

a(k1,...,kN ),(`1,...,`N )q̂
k1
1 · · · q̂

kN
N p̂l11 · · · p̂

lN
N

mit den Koeffizienten a(k1,...,kN ),(`1,...,`N ) ∈ C, wobei lediglich endlich vielen Koeffizienten
von Null verschieden sind.

(2 Punkte)

b) Betrachten wir die Operatoren x̂ und p̂ mit dem kanonischen Kommutator [x̂, p̂] = i~
und dem klassischen Limes zu den Phasenraumkoordinaten x und p. Zeigen Sie, dass im
klassischen Limes gilt

lim
~→0

[x̂np̂m, x̂rp̂s]

i~
=
∂(xnpm)

∂x

∂(xrps)

∂p
− ∂(xnpm)

∂p

∂(xrps)

∂x
für n,m, r, s ∈ N0 .

(4 Punkte)

c) Benutzen Sie das Ergebnis von a) und b) um zu zeigen, dass der klassische Limes des

Kommutators [Â,B̂]
i~ durch die Poissonklammer gegeben ist, also

lim
~→0

[Â, B̂]

i~
=
∑
k

∂A

∂qk

∂B

∂pk
−
∑
k

∂A

∂pk

∂B

∂qk
= {A,B}PK .

(4 Punkte)
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