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—HAUSAUFGABEN—

H6.1 Eigenschaften Hermitescher Operatoren

In der Vorlesung wurde ein Operator O als hermitesch definiert, wenn dieser folgende Eigen-
schaft fiir jede normierbare Wellenfunktion v erfillt

[ av©@vre= [ aveon,
X X
Zeigen Sie, dass dann auch
[ av ©@uyve = [ av i)
X X

flir beliebige normierbare Wellenfunktionen t; und o gilt.
(2 Punkte)

H6.2 Potentialtopf

Gegeben sei ein Potentialtopf der Form:

V(z)

-V

Das heifit, dass das Potential V' (z) gegeben ist durch

+oo fir <0
V(izg)=<¢ -V, fir 0<z<L mit Vp >0,L>0.
0 fir > L

Wir betrachten die Wellenfunktion 1 (z,t) eines quantenmechanischen Teilchens im obigen ein-
dimensionalen Potential.
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a) Geben Sie die Energiebereiche an, in denen Sie jeweils gebundene Zustédnde oder Streuzu-
stande erwarten.

(1 Punkt)

b) Losen Sie die stationédre Schrodingergleichung fiir gebundene Zustédnde in den einzelnen
Abschnitten z < 0, 0 < x < L und = > L des Potentialtopfs.
(1 Punkt)

c) Bestimmen Sie die Integrationskonstanten der Losungen in den einzelnen Abschnitten
durch Verwendung der Anschlussbedingungen und der Normierbarkeit der Wellenfunktion
(x,t) fiir die gebundenen Zusténde. Benutzen Sie die dimensionslose Konstante ¢ und
den energieabhéngigen Parameter z, geben durch

L L
C‘:ﬁ\/Qm‘/Q, Zzﬁ\/Qm(E-l-Vo)>0,

um fiir die Energieeigenwerte F die transzendente Gleichung

z
tan z = —W (1)

herzuleiten.
(2 Punkte)

d) Losen Sie die transzendente Gleichung (1) fiir ¢ = 7 graphisch und bestimmen Sie fiir
¢ = 7 die Anzahl der gebundenen Energieeigenzustinde. Geben Sie die positiven Werte
von ¢ an, sodass es keine gebundenen Zustande gibt.

(2 Punkte)

e) Vergleichen Sie die erhaltene transzendente Gleichung (1) mit den transzendenten Glei-
chungen fiir Bedingungszustinde des endlichen Potentialtopfs (siehe Vorlesung) und be-
griinden Sie auftretende quantitative Ubereinstimmungen.

(1 Punkt)

f) Bonusaufgabe: Gegeben sei eine einlaufende ebene Welle von rechts. Bestimmen Sie (ohne
Rechnung) den Transmissionskoeffizient T und den Reflektionskoeffizient R fiir diese von
rechts einlaufenden Welle. Begriinden Sie Thre Antwort.

(+1 Bonuspunkt)

H6.3 Dreifaches Delta-Potential

Gegeben sei das Potential

V(:n):—:;[Aé(x)—l—u(é(:p—a)—i—&x—i—a))] mit A>0, >0, a>0.

Wir wollen fiir diese Potential die gebundenen Zustande bestimmen und untersuchen.

a) Betrachten Sie zunéchst fiir sehr kleine und fiir sehr grofie Werte von a qualitativ die
Struktur und die Anzahl der zu erwartenden gebundenen Zustdnde. Bestimmen Sie fiir
diese gebundenen Zusténde den Erwartungswert des Ortsoperators in fiihrender Ordnung.

Hinweis: Rufen Sie sich das Ergebnis von Aufgabe H5.3 in Erinnerung.
(1 Punkt)
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b) Zeigen Sie, dass der Paritétsoperator P der Spiegelung * — —x mit dem Hamiltonoperator
H vertauscht, dass heifit, es gilt [H, P] = 0. Argumentieren Sie, dass die zu berechnen-
den gebundenen Energieeigenzustinde zusatzlich als Eigenzustande des Paritatsoperators

gewahlt werden kénnen.
(1 Punkt)

c) Machen Sie einen allgemeinen Losungsansatz fiir die gebundenen Zusténde der stationdren
Schrodingergleichung in den Abschnitten z < —a, —a < z < 0,0 < z < aund = > a. Spal-
ten Sie diesen allgemeinen Losungsansatz in einen symmetrischen und antisymmetrischen
Losungsansatz auf, dass heifit, betrachten Sie Losungsansidtze mit den Eigenwerten +1
(symmetrisch) und —1 (antisymmetrisch) bzgl. des Paritétsoperators P.

(2 Punkte)

d) Betrachten Sie nun zunéchst den symmetrischen Losungsansatz fiir die gebundene Zustén-
de, und leiten Sie aus den in der Vorlesung hergeleiteten Randbedingungen der Losungs-
abschnitte ein lineares Gleichungssystem fiir die zu bestimmenden Integrationskonstanten
her. Bestimmen Sie analog ein lineares Gleichungssystem aus dem antisymmetrischen

Losungsansatz.
(2 Punkte)

e) Leiten Sie fiir die Energieeigenwerte der gebundenen Zusténde aus den beiden Gleichungssys-
temen mit

1
X:ﬁ\/—2mE>O

die transzendente Gleichung

672xa _ (:U’ - 2X)()‘ B 2X>
n(A + 2x)

fiir die symmetrischen Zustdnde und

e—2xa — lu’ - 2X
12

fiir die antisymmetrischen Zusténde her.
(2 Punkte)

f) Losen Sie die beiden transzendenten Gleichungen fiir die Energieeigenwerte graphisch, und
diskutieren Sie die Losungsmengen der erhaltenden Energieeigenwerte fiir verschiedene
Werte von a. Vergleichen Sie Thr Ergebnis mit den Uberlegungen in Teil a). Leiten
Sie jeweils fiir die symmetrischen und antisymmetrischen Zustdnde eine Gleichung in
den Parametern a, u, A her, welche den Parameterraum in Bereiche mit unterschiedlicher

Losungsanzahl unterteilen.
(3 Punkte)

g) Bonusaufgabe: Beschreiben Sie fiir sehr grofie Werte von a die in Teil a) erwarteten gebun-
denen Zustande als geeignete Linearkombinationen der graphisch ermittelten Losungen.
(+1 Bonuspunkt)



