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~HAUSAUFGABEN—

H7.1 Phasenverschiebung an der Potentialstufe

Gegeben sei die Potentialstufe mit dem Potential

V(x) Vo firaxz>0
T) = ,
0 sonst

wobei wir die beiden Falle Vy > 0 und Vj < 0 getrennt betrachten wollen. Es soll die Streuung
einer von links einlaufenden ebenen Welle der Energie £ > max(Vp,0) fiir beide Potential-
typen analysiert werden. Insbesondere deren Phasenverschiebung nach der Streuung an der
Potentialstufe.

2)

Geben Sie die allgemeine Losung der zeitunabhéngigen Schrodingergleichung in den zwei
Bereichen © < 0 und « > 0 fir Vy > 0 und Vj < 0 fiir eine von links einlaufende Welle
der Energie EF an. Bestimmen Sie dann die Losung des gegebenen Problems aus den

geeigneten Randbedingungen bei z = 0.
(1 Punkt)

Berechnen Sie fiir V5 > 0 und Vj < 0 die Stromdichte fiir die einfallende, die reflektierte
und die durchlaufende Welle und geben Sie die Koeffizienten fiir den reflektierten und
den transmittierten Anteil an. Geben Sie die qualitativen Unterschiede zum klassischen

Ergebnis an.
(1 Punkt)

Geben Sie die Phasenbeziehung zwischen einlaufender Welle und reflektierter Welle fiir
die zwei Falle V5 > 0 und V;; < 0 an. Erklaren Sie dadurch das Auftreten von destruktiver
Interferenz der reflektierten Welle bei Streuung am endlichen Potentialtopf im Resonanz-
fall.

(1 Punkt)

H7.2 Leiteroperatoren des Harmonischen Oszillators

In der Vorlesung haben wir die Leiteroperatoren des harmonischen Oszillators kennengelernt.
Zur Erinnerung wiederholen wir hier deren Definition

X 1 1
H=hw@a+ =) mit 4 =——(mwi+ip) und af =
2 2mwh 2mw

und deren Kommutatorrelation [a,a!] = 1.
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a) Wir definieren den Besetzungszahloperator N =afa. Zeigen Sie

i) N ist ein hermitescher Operator, der auf die normierten Energieeigenfunktionen
on(x) von H wie folgt wirkt Ny, () =n - p,(x),

ii) die Kommutatorrelationen [N,a] = —a und [N, af] = af,
iii) die Kommutatorrelation [a, (a7)"] =n (Eﬂ)n_1

iv) und abschlieBend die Kommutatorrelation [N, (dT)n] =n (dT)n.

(2 Punkte)

b) Zeigen Sie explizit mit Hilfe der Leiteroperatoren, dass die Energieeigenfunktionen ¢y, (z) =
L (dT)n ¢o(x) orthonormal sind, falls die Grundzustandsfunktion ¢g(z) normiert ist.

Vnl
(1 Punkt)
c¢) Driicken Sie den Orts- und Impulsoperator durch die Leiteroperatoren aus.
(1 Punkt)
d) Wir betrachten nun zeitunabhéngige kohdrente Zusténde
—La? - (adT)" PR
palr) =210 Y " —lg() mit apa() = apa(z)
= n

Bestimmen Sie die Standardabweichungen Az und Ap. Stellen Sie die Heisenbergsche
Unschérferelation auf und diskutieren Sie die Form der Wellenfunktion. Berechnen Sie
auflerdem fiir den kohérenten Zustand den Energieerwartungswert F, = <I:I ).

(3 Punkte)

e) Wir betrachten nun die zeitabhéngigen kohérenten Zusténde

iwt iwt

Vo) = e 2 Yo (r) mit oat) =e “a.

Bestimmen Sie die zeitabhingigen Erwartungswerte (Z) und (p) und argumentieren Sie
mit Hilfe des Ehrenfest Theorems, dass die Erwartungswerte die klassischen Bewegungs-
gleichungen erfiillen.

(2 Punkte)
H7.3 Analytische Losungsmethode des Harmonischen Oszillators

Wir betrachten den harmonischen Oszillator mit Hamiltonoperator

In der Vorlesung wurde bereits die algebraische Losungsmethode mit Hilfe der Leiteroperatoren
besprochen. In dieser Aufgabe mochten wir nun die analytische Herangehensweise diskutieren.

a) Zeigen Sie, dass die stationdre Schrodingergleichung mit der Substitution y = /™ x auf
die dimensionslose gewOhnliche Differentialgleichung

P'() (7~ Nply) =0 mit A= >0 (1)

fiihrt.
(1 Punkt)
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b) Losen Sie zuniichst die Differentialgleichung (1) asymptotisch, das heift, fiir 2 > \.
(2 Punkte)

c) Wegen dem asymptotischen Verhalten aus b) machen wir den Ansatz ¢(y) = e 2V | (y),
wobei H (y) die notwendige Bedingung fiir die Normierbarkeit

lim e 2" . H(y) =0 (2)

y—+oo

erfiillen muss. Leiten Sie die Differentialgleichung fiir H(y) her, welche auch als her-
mitesche Differentialgleichung in der Literatur bekannt ist.

(1 Punkt)
d) Leiten Sie aus (2) fiir die Koeffizienten h,, des Losungsansatzes
oo
H (y) = Z hny™
n=0
eine Rekursionsgleichung her.
(1 Punkt)

e) Bestimmen Sie aus der Rekursionsgleichung aus d) mogliche Werte von A, sodass die
Normierbarkeit (2) erfiillt ist.
(2 Punkte)

f) Geben Sie mit Hilfe von e) die ersten vier Energieeigenfunktionen und deren Energieeigen-
werte an.

(1 Punkt)



