Physikalisches Institut Ubungsblatt 9
Universitat Bonn 24.05.2019
Theoretische Physik SS 2019

Quantenmechanik
Dr. Hans Jockers und Christoph Nega
http://www.th.physik.uni-bonn.de/klemm/quantenmechanik/index.php
Abgabedatum: 31.05.2019

~HAUSAUFGABEN—

9.1 Matrixdarstellung

Gegeben sei ein Operator M mit der Matrixdarstellung

1
M= (i
0

O = S

0
0
3

a) Entscheiden Sie, ob es sich bei dem Operators M um einen hermiteschen/unitdren Oper-

ator handelt. Begriinden Sie Thre Antwort.
(0,5 Punkte)

b) Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren von M. Diagonalisieren Sie M und

geben Sie an, wie der Operator in der Basis der Eigenvektoren wirkt.
(1 Punkt)

c) Wir definieren den Operator N = &Mt it t € R, Zeigen Sie, dass N ein unitérer Operator

ist. Berechnen Sie aulerdem explizit die Matrix V.
(0,5 Punkte)

9.2 Bra-Ket-Notation

Gegeben sei ein 3-dimensionaler, komplexer Hilbertraum H mit orthonormaler Basis {|1), |2), |3)}.

a) Im Vektorraum H seien die zwei Kets [11) = i |1) — 3|2) — 2i|3) und |1)2) = 2i|1) 4+ 23)
gegeben.

(i) Geben Sie die Bra-Vektoren zu |1) und |¢)2) an.
(ii) Berechnen Sie die inneren Produkte (1q|¢3) fiir a,b =1, 2.

(iii) Berechnen Sie die Matrixelemente der Operatoren A = [1;) (12| und B = L 1) (.
Bestimmen Sie, bei welchen der beiden Operatoren es sich um Projektionsoperatoren
handelt. Falls es sich um einen Projektionsoperator handelt, geben Sie eine Basis
des Unterraumes und eines Basis des orthogonalen Komplements an.

(2 Punkte)
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b) Seien ]51 und ]52 zwei Projektionsoperatoren auf die Unterrdume H, C H bzw. Ho C H.
Zeigen Sie, dass P=DpPr genau dann ein Projektionsoperator ist, wenn [151, ]52] = 0 gilt.
Geben Sie an, auf welchen Unterraum P projeziert.

(2 Punkte)

c) Zeigen Sie, dass die Eigenwerte eines unitiren Operators Betrag eins haben. Entscheiden
Sie, ob es aufler dem Identitdtsoperator weitere Operatoren geben kann, die sowohl unitér
als auch hermitesch sind. Geben Sie gegebenenfalls Beispiele an.

(1 Punkt)

Seien nun zwei Operatoren L, und S gegeben, welche wie folgt auf die Basisvektoren einer
orthonormalen Basis {|1), |2), |3)} wirken

zz|1>:’1>7 j—/z‘2>:o7 £z|3>:_’3>7
SH=1), SI2=12), SB= ).

d) Geben Sie die Matrixdarstellungen der Operatoren L., f/g, S und S? in der obigen Basis
an. Geben Sie zusatzlich an, welche der Operatoren hermitesch sind.
(1 Punkt)

e) Bestimmen Sie fiir die Operatoren L., IE, S und S? die jeweils allgemeinste hermitesche
Matrix, die mit dem jeweiligen Operator vertauscht.
(1 Punkt)

f) Berechnen Sie eine gemeinsam Eigenbasis der Operatoren IE und S. Geben Sie an, ob es
sich bei den beiden Operatoren um einen vollstandigen Satz von Operatoren handelt.
(2 Punkte)

g) Wiederholen Sie die Betrachtung aus Teil g) fiir die Operatoren L. und S2.
(1 Punkt)

9.3 Das Heisenberg-Bild

In der Vorlesung wurde das Heisenberg-Bild eingefiihrt, in dem Zusténde |¢) ;; zeitlich konstant
gewéhlt werden, wohingegen im Schrédinger-Bild Zusténde |¢(t)) ¢ explizit zeitabhéngig sind.

A

Im Schrédinger-Bild erfiillen die zeitabhéngigen Zusténde [¢(t))g = U(t,t0) | (to)) die Schro-
dingergleichung, wobei U (t,tg) der Zeitentwicklungsoperator ist. Wirkt ein Operator Ag im
Schrodinger-Bild auf den Zustand [¢(t)) ¢ wie

Ag (1) g = Ag U(t,to) [(to))
dann operiert der korrespondierende Operator A m(t) im Heisenberg-Bild, gegeben durch
Ap(t) =U'(t, to) As Ult,to) ,
auf die zeitunabhéngigen Zusténde [¢) ; = |¥(to)).

a) Zeigen Sie, dass die Operatoren AH(t) die Heisenbergsche Bewegungsgleichung

S An(t) = Au(t) + 1 [u (), An(r)] it (1)

Ap(t) = U'(t, t) (9;;5 Ult,to) und Hp(t) = Ul(t, to) Hs(t) U(t, to)

erfiillen.
(2 Punkte)
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b) Gegeben sei ein Hamiltonoperator Hg, der nicht explizit zeitabhangig ist, also % = 0.
Zeigen Sie dann, dass dieser Operator im Heisenberg-Bild und im Schrédinger-Bild die
selbe Form hat, das heifit, Hy = Hg.

(1 Punkt)

Wir betrachten nun ein Teilchen der Masse m und Ladung ¢ in einem konstanten elektromag-
netischen Feld E. Dieses System wird durch den Hamiltonoperator

> 12
g — 175l

—o(E -7
2m a zs)

beschrieben. Die Operatoren ﬁs und :1:5'5 sind dabei zeitunabhéngig.
c) Zeigen Sie explizit, dass der Impulsoperator im Heisenberg-Bild gegeben ist durch

pr(t) = ps +q(t — to)(E - 1) .

(2 Punkte)

9.4 Drehimpulsoperator und Drehimpulsalgebra

Der Bahndrehimpulsoperator in der Quantenmechanik wurde bereits in der Vorlesung eingefiihrt

L=2x P bzw. Lk = E eijki'iﬁj .
i’j
Wir méchten nun einige Kommutatorrelation, welche in der Vorlesung nur genannt wurden,

ausrechnen.

a) Zeigen Sie, dass der Bahndrehimpuls die Algebra [L;, Lj] = 3, iheijki}k erfiillt. Ferner
L

zeigen Sie, dass die Algebra auch auch in der Form Lx L =ihL geschrieben werden kann.
(1 Punkt)

Neben dem Bahndrehimpulsoperator L wurde auch dessen Betragsquadrat |L|2 = (L,)? +
(Ly)? + (L)? als ein weiterer Operator eingefiihrt. Auierdem wurden die sogenannten Leiter-
operatoren

Ly =1L, +ily
definiert.

b) Beweisen Sie, dass der Operator ]E|2 mit jeder Komponente des Bahndrehimpulsoperators

L, vertauscht. Dies bedeutet, dass ]E\Q mit einer Komponente von E, konventionell wird
hier L, verwendet, einen Satz von kommutierenden Operatoren bildet.
(0,5 Punkte)

c) Zeigen Sie, dass I:L = f/;. Bestimmen Sie auflerdem die Algebra der Leiteroperatoren,
das heiBt, berechnen Sie den Kommutator [Ly, L_].
(0,5 Punkte)

d) Berechnen Sie abschliefend die Kommutatoren [|L|2, L+] und [L., L].
(1 Punkt)
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