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—HAUSAUFGABEN—

H.10.1 Zustandsdichte und thermodynamische GroBen (8 Punkte)

Die Zustandsdichte ist definiert durch

gV / 3
v(e) = d°p d (e —e5) . 1
@)= s | Pp =) (1
Somit gilt fiir eine Funktion f, die nur von der Einteilchenenergie ¢; abhéingt
orh)?
[ = [ae [ @ s 66— = E0E [ac v @)
a) Zeigen Sie, dass fiir das ideale Fermi-Gas gilt
3. -3 i N 672\ 3 h?
= — prd _— —_— 3
vr(e) QNEF Ve mit ep (V gJ> Dy (3)
Hinweis: Verwenden Sie dabei
1
o(f(x)) = ——0(x — ;) .
(f()) 2. - (4)

{il f(2i)=0,f"(z:)#0}
(2 Punkte)

Fiir die Erwartungswerte der Teilchenzahl und Energie gilt bei allgemeiner Zustandsdichte v(¢)

N = /O T de vlemle), B = /0  de v(emn(e)e (5)

wobel
1

ne) = —— (6)
ersT 41
die Fermi-Verteilungsfunktion ist. Die Fermi-Energie ist gegeben durch die maximale Einteil-
chenenergie der besetzten Zusténde bei T' = 0, d.h.

N = /0€F de v(e) . (7)
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In der Vorlesung wurde gezeigt, dass fiir niedrige Temperaturen ndherungsweise

[T aen@se = ["as s+ 7 om0 + 0 ()’ (8)
0 0 6 B 12 B
gilt?!.

b) Zeigen Sie zunédchst mit Hilfe von (8), dass fiir niedrige Temperaturen néherungsweise

hep— _”62 (k)2 LEE) (1 1 o (12)) ©)

v(er)

gilt.
(2 Punkte)

c) Zeigen Sie (mit dem Ergebnis aus b)), dass fiir den Erwartungswert der Energie bei nied-
rigen Temperaturen ndherungsweise

2 ER
E=Fy+ % (kgT)’v(ep) + O (T*) mit Ep= / de v(e)e (10)
0
gilt.
(2 Punkte)
d) Zeigen Sie, dass hieraus
2

Cy = %k%TV(EF) +0 (T3) (11)

folgt.
(1 Punkt)

e) Fiir homogene Systeme gilt fiir die isotherme Kompressibilitét

vV (ON
— <> | (12)
N2\ )y

Verwenden Sie diese Relation, um zu zeigen, dass

v
wr = szv(er) + O (T7) (13)
gilt. (1 Punkt)

Diese Relationen zeigen, dass fiir das Tieftemperaturverhalten thermodynamischer Gréflen nur
der Wert der Zustandsdichte bei der Fermi-Energie mafigeblich ist.

!Beachten Sie, dass es sich hierbei um eine asymptotische Reihe handelt.
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H.10.2 Polylogarithmus, Riemannsche Zeta-Funktion und
Sommerfeld-Methode (16 Punkte)

Hier mochten wir noch einmal einige Eigenschaften des Polylogarithmus analysieren, insbesonde-
re fiir die Bose-Einstein-Verteilung, da diese fiir die Aufgabe H.10.3 niitzlich sind. Abschlielend
mochten wir die Integrale berechnen, welche in der Sommerfeld-Methode auftauchen.
Zunéchst wiederholen wir die Definition des Polylogarithmus

2 1 00 n—1
gn(2) _ / dz v , (14)
fa(2)]  T(n) Jo e’/zF1
wobei diese Integraldarstellung fiir Re(n) > 0 und alle z, aufler wenn z reell und > 1 fiir Bosonen
bzw. < —1 fiir Fermionen ist, konvergiert.

a) Zeigen Sie, dass gilt

= — 1 - z 2" ?lo —ze "
gn(2) = )/0 d 1 g(l ) ) (15)

I(n—-1
(2 Punkte)

b) Begriinden Sie, warum der Polylogarithmus (14) auch verallgemeinerte Zeta-Funktion?
genannt wird.
Hinweis: Entwickeln Sie hierfiir den Polylogarithmus fiir 0 < z < 1. Zur Erinnerung: Die
Gammafunktion ist definiert durch

I'(n) :/ dz 2" te ™ . (16)
0
(2 Punkte)
c¢) Berechnen Sie g1(z) und zeigen Sie folgende Identitét fiir die Ableitung des Polylogarith-
mus
L () = gal) (1)
0z

(2 Punkte)

Nun mochten wir folgende Integrale berechnen

/00 dzx Zf::ll =T(2n) - <?2n8§> , firn=1,2,..., (18)
0 2n

welche Polylogarithmen an der Stelle z = 1 darstellen und in der Sommerfeld-Methode verwen-
det werden.

Hierzu erinnern wir an die Definition der Bernoulli-Polynome? B,,(z) mit Hilfe der erzeugenden
Funktion

Tz o

ze z"
g(z,2) = e 7Z;)Bn(an)n! .|l <2 (19)

Die Bernoulli-Zahlen sind dann durch B,, = B,,(0) definiert.

2Zur Erinnerung: Die Riemannsche Zeta-Funktion ist definiert durch ¢(s) = >y %, fiir s > 1. Durch analyti-
sche Fortsetzung kann die Riemannschade Zeta-Funktion jedoch auch auf ganz C definiert werden. Sie besitzt
an der Stelle s = 1 einen Pol erster Ordnung.

3Wichtige Eigenschaften der Bernoulli-Polynome bzw. der Bernoulli-Zahlen wurden schon in A.2.1 betrachtet.
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4)

Uberpriifen Sie, dass fiir die Bernoulli-Zahlen auch
i

n! z 1
B, = dz it

gilt, wobei Cy eine positiv orientierte (ge-
schlossene) Kurve um den Ursprung z = 0

e)

h)

ist, wobei fiir die Punkte auf der Kurve
|z| < 2mi gilt, damit die einfachen Pole des
Integranden bei z = 2mwip, p = +1,4£2,...
vermieden werden.

(2 Punkte)

Berechnen Sie mit Gleichung (20) By und B;.

Hinweis: Entwickeln Sie hierzu =5 bis O (23).
(1 Punkt)

Uberzeugen Sie sich davon, dass fiir n > 2

z 1 z 1
dz ————=1i dz ————
7{;0 T 17 R Cr P er — 1 ontl (21)

gilt und somit

z 1 — z 1 . z 1 )
j{co dz pepaE s —27722 <res [ez — 1Zﬂ;27mp] + res [ez — 127; —2mp]> (22)

wobei

(£1)"
(2mip)"
Hier bezeichnet Cr die gesamte geschlossene Kurve in der obigen Abbildung, die aus der
kleinen Kurve Cyp um den Nullpunkt, den beiden Geradenstiicken entlang der positiven
reellen Achse und dem groien Kreis mit Radius R besteht.

Hinweis: Fine heuristische Argumentation reicht hier aus.

1
res[ : ':I:27rip] = (23)

e — 1z’

(1 Punkt)
Schlieen Sie aus der vorherigen Teilaufgabe
(=1)"(2n)!
Boni1 =0, DBop=-2 (271')2" C(Zn) , neN, (24)
wobei ((s) die Riemannsche Zeta-Funktion ist.
(1 Punkt)
Benutzen Sie
[ee]
r
[ areees =T, (25)
0 o’



um zu zeigen, dass

00 xs—l

/ dz = ((s) . (26)
0

(1 Punkt)

i) Benutzen Sie

) _1k+1 00 1 %) 1 . 00 1
Z(;:Z;{;S—QZ(%)SZU—T )Zﬁv (27)

1 o0 l,sfl _ Coies .
/0 dz = (1-2"")((s) . (28)

I'(s) e* +1
(1 Punkt)
j) Abschliefiend kénnen wir nun die Integrale (18) berechnen. Zeigen Sie
/oo 4 l::_ll (227171 _ 1) (2_1)n+17.r2nB2n ,
e n
2n 1 (271')2”3 (29)
/ ( 1)n+1 2n
0 4n
und berechnen Sie die folgenden Integrale
/Oodac v :127 /oodx z? :E
0 et + 1 12 0 et + 1 120
00 T 71'2 0 l.?) 7.{.4 (30)
/ dz = —, / dx = —.
0 et —1 6 0 et —1 15
(3 Punkte)

H.10.3 Bose-Einstein-Kondensation in d Dimensionen (13 Punkte)

In dieser Aufgabe mochten wir die Bose-Einstein-Kondensation in d Dimensionen betrachten
und untersuchen, in welchen Dimensionen Bose-Einstein-Kondensation auftreten kann.

a) Zeigen Sie, indem Sie die grofkanonische Zustandssumme auswerten, dass fiir ein ideales
Bosegas in d Dimensionen gilt

d d
k]BDT ‘1/91()4‘(;\) ggH(Z) und 11}:_<]‘\/r> leli +<i> g%(z)’ (31)

wobei A = 4/ H%Z]ZQT die thermische Wellenléinge und z = # die Fugazitit ist.

Hinweis: Verwenden Sie die Identitéten des Polylogarithmus aus Hausaufgabe H.10.2.
(3 Punkte)
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b)

Welche Ungleichung miissen T und v in Abhéngigkeit von d erfiillen, damit ein nicht-
verschwindender Anteil der das System ausmachenden Teilchen sich im Grundzustand
befindet? Bestimmen Sie die (volumenabhéngige) kritische Temperatur 7, fiir diese Bose-
Einstein-Kondensation im Grundzustand und ebenso das (temperaturabhéingige) kritische
spezifische Volumen v.. In welchen Dimensionen d tritt Bose-Einstein-Kondensation auf,
in welchen nicht?

(1 Punkt)

Wie héngt der Anteil << >> der Tellchen im Grundzustand am Gesamtsystem innerhalb

des Kondensationsbereichs T' < T, von Tc bzw. von v—c ab?
(1 Punkt)

Ein Phaseniibergang n-ter Ordnung ist dadurch gekennzeichnet, dass eine thermodynamische
Grofle in Abhéngigkeit einer oder mehrerer Variablen n — 1 stetige Ableitungen besitzt und
erst die n-te Ableitung unstetig ist. Da es sich bei der Bose-Einstein-Kondensation um einen
Phaseniibergang handelt, kénnen wir mit Hilfe dieses Kriteriums genauer beschreiben, fiir welche
Dimensionen die Bose-Einstein-Kondensation eintreten kann.

g)

h)

i)

j)

Berechnen Sie aus dem grofikanonischen Potential die Entropie S.

Hinweis: Verwenden Sie fiir T' > T, nur die jeweils relevanten Terme zur Berechnung der

Entropie. Ferner gilt fiir T' — T, dass z — 1 geht.
(2 Punkte)

Bestimmen Sie die Wiarmekapazitédt Cy. Sie sollten folgende Temperaturabhéngigkeit fin-
den

d(d 9d ., (2(T)) a2 9d (=(T))
Co — ke (N) |5 (5 +1) Sd(z(T) - (%) m I>Te (32)
kg (N)4 (2 +1)v ()c(g+1) , T < Te

(2 Punkte)

In welchen Dimensionen d ist Cy nicht stetig in der Temperatur an der Stelle T' = T,.7
(1 Punkt)

Zeigen Sie, dass die Ableitung von Cy nach der Temperatur folgende Diskontinuitit an
der Stelle T' = T,. aufweist

i (%)~ (%) :kB<N><d>2L<(§’> Lde() <5 -2)

d
2
T+T. \ OT TiT. \ OT T. 2 (%l— ) 2 C(%l—l)g
(33)

(3 Punkte)
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