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–Anwesenheitsaufgaben–

A.2.1 Die Stirlingsche Näherung

In dieser Aufgabe möchten wir im Falle großer N eine systematische Näherung für die Fakultäts-
funktion N ! entwickeln. Diese ist als Stirlingsche Näherung bekannt und beinhaltet auch Kor-
rekturterme.

a) Zunächst möchten wir eine erste Näherung der Fakultät berechnen, welche noch keine
Korrekturen beinhaltet. Hierzu verwenden wir die sogenannte Laplace-Methode, mit deren
Hilfe man schnell um ein Maximum oszillierende Integrale berechnen kann.

i) Zeigen Sie, dass die Fakultät durch folgendes Integral ausgedrückt werden kann

N ! =

∫ ∞
0

xN e−x dx . (1)

ii) Entwickeln Sie die Funktion log x − x um ihr Maximum. Zeigen Sie damit, dass in
erster Näherung Folgendes gilt

N ! ≈
√

2πN

(
N

e

)N
. (2)

Gleichung (2) stellt eine erste Näherung für die Fakultät bei großen N dar. Jedoch können
wir hieraus keine Abschätzung der Korrekturen bzw. des Fehlers gewinnen. Um eine system-
atische Entwicklung der Fakultät zu bekommen, können wir die Euler-Maclaurin-Formel zur
asymptotischen Berechnung von endlichen Summen verwenden. Zunächst beginnen wir mit der
Herleitung der Euler-Maclaurin-Formel.

b) Hierfür definieren wir die Bernoulli-Polynome mittels der erzeugenden Funktion

g(x, z) :=
∞∑
n=0

Bn(x)
zn

n!
:=

zexz

ez − 1
, |z| < 2π . (3)

Des Weiteren definieren wir Bernoulli-Zahlen durch Bn := Bn(0).
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i) Zeigen Sie, dass gilt: Bn(1− x) = (−1)nBn(x) für n ∈ N0.
Hinweis: Zeige zunächst: g(1− x, z) = g(x,−z).

ii) Zeigen Sie, dass für die Ableitung gilt: B′n(x) = nBn−1(x) und B′0(x) = 0.
Hinweis: Starten Sie mit g′(x, z).

iii) Zeigen Sie folgende Relation: (−1)nBn(−x)−Bn(x) = n xn−1.
Hinweis: Betrachten Sie: g(−x,−z)− g(x, z) = zexz.

iv) Berechnen Sie die ersten Bernoulli-Zahlen bis B4. Zeigen Sie ferner, dass B2n+1 = 0
für n ∈ N0.

c) Zeigen Sie mit Hilfe vollständiger Induktion∫ 1

0
f(x) dx =

1

2
(f(1) + f(0))−

q∑
p=1

B2p

(2p)!

(
f (2p−1)(1)− f (2p−1)(0)

)
+

1

(2q)!

∫ 1

0
f (2q)(x)B2q(x) dx .

(4)

Hinweis: Beginnen Sie die Induktion mit den Relationen∫ 1

0
f(x) dx =

∫ 1

0
f(x)B0(x) dx =

∫ 1

0
f(x)B′1(x) dx

=
1

2
(f(1) + f(0))−

∫ 1

0
f ′(x)B1(x) dx .

(5)

d) Zeigen Sie weiter die Relation∫ m+1

m
f(x) dx =

∫ 1

0
f(x+m) dx . (6)

e) Beweisen Sie mit Hilfe von b) – d) die Euler-Maclaurin-Formel

b∑
m=a

f(m) =
1

2
(f(a) + f(b)) +

∫ b

a
f(x) dx+

q∑
p=1

B2p

(2p)!

(
f (2p−1)(a)− f (2p−1)(b)

)
+ Rest

Rest = − 1

(2q)!

∫ b

a

b−1∑
m=a

B2q(x+m)f (2q)(x+m) dx .

(7)

Mit Hilfe der Euler-Maclaurin-Formel (7) können wir nun systematisch die Korrekturen zur
Relation (2) bestimmen.

f) Nutzen Sie (7), um zu zeigen:

logN ! =
N∑
m=1

log k =
1

2
logN +N log

(
N

e

)
+ 1 +

q∑
p=2

(−1)pBp
p(p− 1)

(
1

Np−1
− 1

)
+ Rest .

(8)
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g) Bisher hat der Restterm in (8) noch Anteile, welche für große N nicht verschwinden, d.h.

Rest = lim
N→∞

Rest +O
(

1

N q

)
. (9)

Deshalb parametrisieren wir alle endlichen Terme durch α, also

logN ! = N log

(
N

e

)
+

1

2
logN + α+

q∑
p=2

(−1)pBp
p(p− 1)

1

Np−1
+O

(
1

N q

)
. (10)

Bestimmen Sie die Konstante α durch Vergleich mit (2).

Durch Exponenzieren von (10) erhalten wir eine asymptotische Entwicklung der Fakultät für
große N . Die ersten Terme sind gegeben durch

N ! =
√

2πN

(
N

e

)N (
1 +

1

12N
+

1

288N2
− 139

51840N3
− 571

2488320N4

)
+O

(
1

N5

)
. (11)

Die Reihenentwicklung (11) ist keine konvergente Darstellung der Fakultät, da sie für festes
N ab einer gewissen Ordnung in 1

N schlechter wird. Eine solche Reihe wird asymptotische
Entwicklung genannt. In der unten angegebenen Abbildung ist der relative Fehler zwischen der
Stirlingschen Näherung und der Fakultät für verschiedene Werte von N dargestellt. Man kann
erkennen, dass die Berücksichtigung weiterer Terme (d.h. größeres q) ab einem bestimmmt
Wert qoptimal zu einer Zunahme des relativen Fehlers führt.
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–Hausaufgaben–

H.2.1 Random Walk in einer Dimension (9 Punkte)

Ein Partikel bewege sich bei jedem Schritt mit je gleicher Wahrscheinlichkeit um eine Einheits-
distanz entweder nach rechts (positive Richtung) oder nach links (negative Richtung).

a) Berechnen Sie

i) den Erwartungswert 〈Y 〉
ii) sowie das Moment 〈Y 2〉

der Distanz Y := N+ − N− zur Startposition. Hierbei ist N+ die erfolgte Schrittzahl in
positiver Richtung nach N = N+ +N− erfolgten Schritten insgesamt. (2 Punkte)

Wir wollen nun unter Zuhilfenahme der Stirlingschen Näherung in der Form

log(n!) ≈ 1

2
log(2π) +

(
n+

1

2

)
log(n)− n (12)

bestätigen, dass die zu Y gehörende Wahrscheinlichkeitsverteilung w(y) im Falle großer Schrittzahl
N � 1 durch eine Gauß-Verteilung approximiert wird. Hierzu entwickeln wir den Logarithmus
von w(y) um sein Maximum bis zur (und einschließlich der) quadratischen Ordnung in y.

b) i) Zeigen Sie zunächst die Identität

g(y) := log(w(y)) = log

[(
N

(N + y)/2

)]
−N log(2) . (13)

ii) Nutzen Sie die Stirlingsche Näherung (und vereinfachen Sie).

iii) Zeigen Sie, dass y = 0 ein lokales Maximum von g ist.

iv) Folgern Sie nun für den Grenzfall N � 1

w(y) ∝ exp

[
− y2

2N

]
. (14)

Hinweis: Der Proportionalitätsfaktor wird hier nicht bestimmt. Machen Sie sich den-
noch klar, wie dieser zu wählen ist, um aus (14) eine korrekt normierte Wahrschein-
lichkeitsverteilung zu erhalten. (5 Punkte)

Zum Schluss wollen wir unser Ergebnis mit jenem vergleichen, das man anhand des zentralen
Grenzwertsatzes erhält1.

c) i) Begründen Sie kurz, warum der zitierte Satz hier greift.

ii) Welchen Erwartungswert 〈Y 〉 und welche Schwankungsbreite ∆y erhalten Sie hier-
aus? Vergleichen Sie.

(2 Punkte)

1Sie dürfen dabei auf die entsprechenden Resultate im Lehrbuch von Schwabl zurückgreifen, nachdem Sie ihre
Herleitung verstanden haben.
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H.2.2 Die Poisson-Verteilung (10 Punkte)

In dieser Aufgabe möchten wir uns die Poisson-Verteilung anschauen. Wir möchten diese aus
der Binomialverteilung, welche wir bereits in H.1.1 kennen gelernt haben, herleiten.
Zur Erinnerung: die Binomialverteilung ist gegeben durch

B(k; p,N) =

(
N

k

)
pk (1− p)N−k . (15)

a) Als erstes möchten wir zeigen, dass im Grenzfall

p −→ 0 , N −→∞ und k̄ := pN = const. (16)

die Binomialverteilung (15) in die Poission-Verteilung

P (k; k̄) =
k̄k

k!
e−k̄ (17)

übergeht.

i) Zeigen Sie hierfür zunächst

B(k; p,N) =
k̄k

k!

(
1− k̄

N

)N 1 ·
(
1− 1

N

)
· · ·
(
1− k−1

N

)
(1− p)k

. (18)

(2 Punkte)

ii) Zeigen Sie nun mit Hilfe von (18), dass im Grenzfall (16) aus der Binomialverteilung
die Poisson-Verteilung wird. (1 Punkt)

b) Im zweiten Teil dieser Aufgabe möchten wir nun einige Kenngrößen der Poisson-Verteilung
bestimmen.

i) Zeigen Sie, dass (17) normiert ist. Ferner berechnen sie den Erwartungswer 〈k〉 und
das Schwankungsquadrat (∆k)2. (2 Punkte)

ii) Machen Sie sich klar, dass dies auch unmittelbar aus den für die Binomialverteilung
berechneten Größen im Grenzfall (16) folgt. (1 Punkt)

iii) Berechnen Sie 〈k3〉 und 〈k4〉. Hieraus berechnen Sie v(k) := 〈(k−k̄)3〉
(∆k)3

und β2 :=

〈(k−k̄)4〉
(∆k)4

. Hierbei handelt es sich um die Schiefe bzw. die Wölbung einer Wahrschein-

lichkeitsverteilung. Die Schiefe einer Verteilung gibt an, wie asymmetrisch die
Verteilung ist. Die Wölbung hingegen gibt an, wie steil die Verteilung ist, d.h. wie
gewichtig extreme Ereignisse sind. (3 Punkte)

iv) Bestimmen Sie die charakteristische Funktion der Poisson-Verteilung. Diese ist
definiert durch χ(m) = 〈e−imk〉. (1 Punkt)
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H.2.3 Legendre-Transformation (3 Punkte)

In dieser Aufgabe wollen wir uns an die Legendre-Transformation erinnern, die bereits in der
theoretischen Mechanik eine wichtige Rolle beim Übergang vom Lagrange- zum Hamilton-
Formalismus gespielt hat. In der statistischen Physik und Thermodynamik tritt sie beim Wech-
sel zwischen verschiedenen Sätzen von Zustandsvariablen auf.
Sei x 7→ f(x) eine reellwertige, zweifach stetig differenzierbare Funktion in einer Variablen2.
Die Idee der Legendre-Transformation ist es, aus f eine neue Funktion L(f) mit Abhängigkeit
von z := f ′(x), nämlich die Legendre-Transformierte von f , zu konstruieren. Es gelte überall
f ′′(x) 6= 0, sodass eine Umkehrfunktion h zu f ′ existiert. Wir schreiben also x = h(z) und
definieren L(f) durch3

L(f)(z) = h(z) z − f(h(z)) . (19)

Wir machen uns die Konstruktion kurz an einem Beispiel klar.

a) Berechnen Sie die Legendre-Transformierte der auf (0,∞) definierten Funktion x 7→
f(x) = xα für reellen Exponenten α > 1. (1 Punkt)

Wir kehren zum allgemeinen Fall zurück. Unter obigen Voraussetzungen ist die Transforma-
tion umkehrbar, d.h., L(f) enthält genauso viel Information wie f . Es gilt sogar, dass die
Transformation involutiv ist, sie erfüllt also

L(L(f))(w) = f(w). (20)

b) Beweisen Sie Gleichung (20) durch Nachrechnen. (2 Punkte)

Ihnen könnte hierbei aufgefallen sein, dass das totale Differential von L(f) sehr einfach durch
d(L(f)) = x dz ausgedrückt werden kann, was mit df = z dx zu vergleichen ist.

2In thermodynamischen Anwendungen kann eine Abhängigkeit weiterer Variablen bestehen, die im Folgenden
aber keine Rolle spielen sollen (d.h. sie seien festgehalten) und deshalb nicht unserer Notation aufgeführt
werden. Außerdem lässt sich die Legendre-Transformation bereits unter der schwächeren Voraussetzung
definieren, dass f konvex (oder konkav), stetig und stückweise stetig differenzierbar ist.

3Gelegentlich wird die Legendre-Transformierte mit umgekehrten Vorzeichen definiert und entspricht hiesigem
−L(f).
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