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—HAUSAUFGABEN—

H.4.1 Spin-3-Paramagnet (15 Punkte)

In dieser Aufgabe mochten wir uns ein System aus Spin—%—Teilchen anschauen. Das System

bestehe aus N Spin—% -Teilchen in einem Magnetfeld H. Hierbei kénnen die Teilchen jeweils in
den zwei Zusténden [1) und [|) auftreten.
Der Hamilton-Operator fiir dieses System ist gegeben durch

N
H=—h> 60, mits;|t) =) und o, ])) = — 1) . (1)

=1

a) Zunichst mochten wir die Anzahl der Zustéinde mit der Energie F bestimmen. Berechnen

Sie hierzu
N
UE) = > 5<E+h20i> : (2)
=1

{o1,....,on==%1}

Hinweis: Driicken Sie die Delta-Distribution durch ein Integral aus.

(3 Punkte)
Erhalten sollten Sie hierbei ein Integral der Form
db f®) g :
~ [ 5o mit f(k) = ikE + N logcos(kh) . (3)
T

b) Berechnen Sie dieses Integral mit Hilfe der Laplace-Methode. Entwickeln Sie hierfiir die
Funktion f(k) bis zur zweiten Ordnung um ihr Extremum. Verwenden Sie auBerdem

e = ~Nh -
(3 Punkte)

c¢) Berechnen Sie aus der Anzahl der Zusténde die Entropie des Systems. Beriicksichtigen Sie
nur die am Ende linearen Terme in N.

(2 Punkte)
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d) Bestimmen Sie aus der Entropie den Ausdruck fiir die Temperatur des Systems. Disku-
tieren Sie das Verhalten der Temperatur, indem Sie £ — £Nh und E — 0 analysieren.
(2 Punkte)
Bisher haben wir uns den Spin—%—Paramagneten im Formalismus des mikrokanonischen Ensem-
bles angeschaut. Nun mochten wir das System mit Hilfe des kanonischen Ensembles diskutieren.
Die Energie des Paramagneten ist gegeben durch

N
E=-h) o, (4)
=1

wobei der Parameter h iiber h = —pupH mit dem externen Magnetfeld zusammenhéngt.
e) Bestimmen Sie die kanonische Zustandssumme Z fiir den Spin—%—Paramagneten.
(2 Punkte)

f) Berechnen Sie die Magnetisierung, welche durch
N
M = () upoi) (5)
i=1

gegeben ist. Wie skaliert ‘3—% mit der Temperatur fir 7' — oo?
(3 Punkte)

H.4.2 Die Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung (5 Punkte)

Wir betrachten ein klassisches, nicht-relativistisches Gas aus N identischen Teilchen der Masse
m, welches in einem Gefifl des Volumens V' eingeschlossen sei. Das Gas stehe ferner im ther-
mischen Kontakt mit einem Wirmebad der Temperatur 7" und definiert daher eine kanonische
Gesamtheit mit Wahrscheinlichkeitsdichte

-1 _
Pran.(¢,p) = (N1 B3N 7)™ e7PH (D) -

Z(B,N,V):= (N! h3N)—1 //eﬁH(q,p) BNg B3N | 7

wobei = 1/(kgT) im Boltzmann-Faktor exp(—SH) gesetzt wurde und py,y. auf eins normiert
ist. Unter Vernachléssigung von Wechselwirkungen gilt im Geféflinneren

—

N 2
H(g,p)=) Pi o U(qr,qy)  mit Ulgrs . qy) =0 (8)
=1

2m

und U(qi, ..., qn) = oo auBlerhalb (im distributionellen Sinne).

a) Berechnen Sie die kanonische Zustandssumme Z.
Hinweis: In Kugelkoordinaten kénnen Sie bekannte Ergebnisse fiir Gauf-Integrale ver-
wenden.
(1 Punkt)

Wir bestimmen nun die Wahrscheinlichkeit w(p)dp ein ausgewéhltes Teilchen ¢ mit Impulsbetrag
p := |p;| im Intervall [p, p + dp] zu finden.
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b) Berechnen Sie w(p) aus pyan., indem Sie alle Freiheitsgrade aufler p ausintegrieren und die

resultierende Wahrscheinlichkeitsdichte korrekt normieren.
(1 Punkt)

c) Sie erhalten hieraus eine Geschwindigkeitsverteilung f(v) dv, zu der Sie nun die wahr-
scheinlichste Geschwindigkeit (Maximum von f) sowie die mittlere Geschwindikeit (v)

berechnen.
(2 Punkte)

d) Skizzieren Sie die Geschwindigkeitsverteilung.
(1 Punkt)
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