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—HAUSAUFGABEN—

H.9.1 Schwankungsquadrate und Quantenstatistik (4 Punkte)

Wir betrachten ein ideales Quantengas bei der Temperatur 7. Die Teilchenzahl im Quanten-
zustand p werde mit n, bezeichnet, die Energie in diesem Zustand mit €,. Berechnen Sie das
Schwankungsquadrat (n?2) — (np)? sowohl fiir die Bose-Einstein-Statistik als auch fiir die Fermi-
Dirac-Statistik.

H.9.2 Elektronengas am Nullpunkt (4 Punkte)

Wir betrachten ein ideales Gas aus N Elektronen in einem Volumen V' am absoluten Nullpunkt.

a) Berechnen Sie die Fermienergie er dieses Gases.

(1 Punkt)
b) Berechnen Sie die mittlere Energie dieses Gases.

(1 Punkt)
c¢) Driicken Sie die mittlere Energie E als Funktion von er und N aus.

(1 Punkt)
d) Warum ist die Energie pro Teilchen E//N hier keine aussagekriftige Grofie?

(1 Punkt)

H.9.3 Entropie eines idealen Quantengases (3 Punkte)

Zeigen Sie, dass die Entropie eines idealen Bose-(Fermi-)Gases dargestellt werden kann als

S = kg Z (= (np) log (np) £ (1 £ (np)) log(1 £ (ny))) (1)

wobei das obere Vorzeichen fiir den bosonischen und das untere fiir den fermionischen Fall gilt.
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H.9.4 WeiBer Zwerg (13 Punkte)

Als weilen Zwerg bezeichnet man einen Stern in einer der moéglichen Endphasen der stellaren
Evolution. In einem einfachen Modell besteht er aus einem nicht wechselwirkenden Elektronen-
gas und einem Ionenhintergrund, der nur fiir die Ladungsneutralitit und den Zusammenhalt des
Sternes durch die Gravitation sorgt. Die Elektronendichte betriigt typischerweise n = 103° /cm?
und die Masse M = 103°kg. Wegen der hohen Dichte bewegt sich ein grofier Teil der Elektronen

relativistisch, es gilt also die Energie-Impuls-Beziehung €(p) = /(mc?)? + p2c2.

(a)

Berechnen Sie den Fermi-Impuls pp(n) des Elektronengases in Abhéingigkeit der Elektro-
nendichte n. Schitzen Sie ferner ab, oberhalb welcher Dichte sich die Elektronen an der
Fermi-Kante relativistisch bewegen. Hierbei kénnen Sie vereinfachend prp > mc ansetzen.

(3 Punkte)

Die Temperatur eines weiflen Zwerges betrigt etwa 107 Kelvin. Berechnen Sie die Fermi-
Energie er des Elektronensystems fiir die oben angegebene Dichte n und zeigen Sie, dass
er > kpT erfiillt ist. Deshalb wird in den folgenden Aufgabenteilen die Néherung T = 0
verwendet.

(1 Punkt)

Berechnen Sie die innere Energie U(R) in Abhéingigkeit des Radius R des weiflen Zwerges,
zuerst fiir den nichtrelativistischen (pr < mec) und anschlieflend fiir den ultrarelativisti-
schen Fall (pp > mc). Verwenden Sie dabei die folgenden Energie-Impuls-Beziehungen:
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nichtrelativistisch:  e(p) = mc® +

ultrarelativistisch:  €(p) =cp .

(5 Punkte)

Berechnen Sie hieraus den Druck P = — (g—g) y des Elektronensystems fiir die beiden
Falle. Dieser Druck wird auch Pauli-Druck genannt.

(1 Punkt)

Betrachten Sie nun die Gesamtenergie F(R) = U(R) + EGrav.(R) des Sterns, wobei
EGray.(R) = —GM?/R sei. Skizzieren Sie in einem Diagramm F(R) fiir kleine und fiir
grofle Sternradien (ultrarelativistisches bzw. nichtrelativistisches Regime).

Was ist (qualitativ) die Bedingung an E(R), dass ein Radius existiert, bei dem der Stern
stabil ist? Zeigen Sie, dass der weifle Zwerg fiir Massen grofler als eine kritische Masse M,
nicht stabil sein kann. Der Stern stiirzt dann in sich zusammen. Bestimmen Sie M..

(8 Punkte)
Hinweis: Sie kénnen mit folgenden Gréflen rechnen:
Plancksches Wirkungsquantum: ho =1.05-10"3kgm? /s
Boltzmann-Konstante: kp =1.38-1072J/K
Elektronenmasse: m =9.11-10"3 kg
Lichtgeschwindigkeit: ¢ =3.00-10%m/s.
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