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–Anwesenheitsaufgaben–

A 5.1 Ladungsanordnungen ohne Axialsymmetrie

(a) Zeige mit Hilfe des Additionstheorems

Pl(cosα) =
4π

2l + 1

l∑
m=−l

Y ∗lm(θ′, φ′)Ylm(θ, φ)

(α ist der Winkel zwischen den Einheitsvektoren ~er,~e
′
r, d. h. es gilt cos(α) = cos(θ) cos(θ′)+

sin(θ) sin(θ′) cos(φ − φ′)), dass das durch eine beliebige Ladungsverteilung ρ am Ort ~x er-
zeugte Potential gegeben ist durch:

Φ(~x) =

∞∑
l=0

4π

2l + 1

l∑
m=−l

Ylm(θ, φ)

∫ ∞
0

r′2dr′
rl<

rl+1
>

∫ ∫
dΩ′Y ∗lm(θ′, φ′)ρ(~x′)

mit r< = min(|r|, |r′|) und r> = max(|r|, |r′|).
Tipp: 1

|r−r′| =
∑ rl<

rl+1
>

Pl(cosα).

(b) Folgere daraus, dass für das Fernfeld einer Ladungsverteilung (d.h. wenn r > r′ bleibt) sich
das Potential als

Φ(~x)|aussen =

∞∑
l=0

4π

2l + 1

l∑
m=−l

Ylm(θ, φ)
Qlm
rl+1

schreiben lässt, wobei die Qlm =
∫ r
0 r
′2dr′r′l

∫ ∫
dΩ′Y ∗lm(θ′, φ′)ρ(~r′) als Multipolmomente

bezeichnet werden.

A 5.2 Drehimpuls und Kugelflächenfunktionen

(a) Die Drehimpulse Li sollen per Poissonklammer {Li, f(~x)} auf Funktionen wirken. Zeige,
dass {Li, f(~x)} = (~x ∧∇)i f(~x) und berechne ~L sowie ~x ∧ ∇ in Kugelkoordinaten. Zeige
damit, dass Ylm Eigenfunktion von Lz mit Eigenwert im ist:

{Lz, Ylm} = imYlm .

Tipp: Nutze die Definition der Ylm aus H 5.1d.
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(b) Zeige: (~r ∧∇)2 ist der Winkelanteil des Laplaceoperators, multipliziert mit r2, d.h.

(~r ∧∇)2 =
1

sinθ

∂

∂θ

(
sinθ

∂

∂θ

)
+

1

sin2θ

∂2

∂φ2
.

(c) Folgere aus dem Separationsansatz Φ(~x) ∼ U(r)
r Ylm(θ, φ) aus H 4.2, dass Ylm Eigenfunktio-

nen von “L2” mit Eigenwert −l(l + 1) ist, genauer:

3∑
i=1

{Li, {Li, Ylm}} = −l(l + 1)Ylm .

–Hausaufgaben–

H 5.1 Definition und Eigenschaften der Kugelflächenfunktionen (1+1+1+1+1+1=)6

Punkte

(a) Zeige, dass die Funktion P (x) = (1 − x2)
m
2 H(x) die verallgemeinerte Legendregleichung

((*) in H 4.2.a) erfüllt, wenn die Funktion H(x) folgende Differentialgleichung löst:

(1− x2)H ′′(x)− 2x(m+ 1)H ′(x) + (l(l + 1)−m(m+ 1))H(x) = 0 .

Die beiden linear unabhängigen Lösungen der verallgemeinerten Legendregleichung sind i.a.
für x → ±1 divergent, und nur für l ∈ N und |m| ≤ l(m ∈ Z) bleibt eine davon endlich.
Diese Lösung heisst assoziierte Legendrefunktion Pml (x).

(b) Zeige mit (a), dass die verallgemeinerte Legendregleichung gelöst wird durch

Pml (x) = (−1)m(1− x2)
m
2
dm

dxm
Pl(x) .

Tipp: Zeige dazu eine Differentialgleichung für H ′(x).

(c) Wie verändert m→ −m die verallgemeinerte Legendregleichung? Definiere daher

P−ml (x) = (−1)m
(l −m)!

(l +m)!
Pml (x) .

(d) Damit definiert man die Kugelflächenfunktionen als

Ylm(θ, φ) =

√
2l + 1

4π

(l −m)!

(l +m)!
Pml (cosθ)eimφ .

Gib Ylm, l ≤ 2, explizit an. Zeige für die Konjugation: Y ∗lm = (−1)mYl,−m.

(e) Zeige das Verhalten unter der Parität:

Ylm(π − θ, π + φ) = (−1)lYlm(θ, φ), d.h. Ylm(−~er) = (−1)lYlm(~er) .
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(f) Zeige, dass die allgemeine Lösung von ∆f = 0 in Kugelkoordinaten lautet:

f(r, θ, φ) =

∞∑
l=0

l∑
m=−l

(Almr
l +Blmr

−l−1)Ylm(θ, φ) .

Tipp: vgl. A 4.2.

H 5.2 Technisches zu den Kugelflächenfunktionen (1+1+1+1=)4 Punkte

(a) Beweise folgende geschlossene Formel für die assoziierten Legendrefunktionen:

Pml (x) =
(−1)m

2ll!
(1− x2)

m
2
dl+m

dxl+m
(x2 − 1)l .

(b) Zeige die Orthogonalität der assoziierten Legendrefunktionen bzgl. l:∫ 1

−1
Pml (x)Pml′ (x)dx =

2

2l + 1

(l +m)!

(l −m)!
δll′ .

(c) Zeige, dass die Ylm ein Orthonormalsystem von L2(S2) bilden:∫ π

0

∫ 2π

0
Y ∗l′m′(θ, φ)Ylm(θ, φ) sin θdθdφ = δll′δmm′ .

(d) Die Ylm(θ, φ) sind sogar vollständig in L2(S2), denn die Ylm, l ≤ n mit n ∈ N beliebig,
entstehen durch Orthogonalisierung aus den linear unabhängigen homogenen Polynomen
x̂aŷbẑc, a+b+c ≤ n, (x̂i = xi

r ). Rechne dies durch Anwenden des Gram/Schmidt-Verfahrens
auf {1, x̂ ± iŷ, ẑ, ẑ2, (x̂ ± iŷ)ẑ, (x̂ ± iŷ)2} nach. Warum sind es nur fünf Polynome zweiten
Grades und nicht wie erwartet (x̂2, ŷ2, ẑ2, x̂ŷ, x̂ẑ, ŷẑ) sechs?
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