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Outline

e Phidnomen

¢ Landauniveaus und Entartung

e Ganzzahliger Quantenhalleffekt (IQHE)
e Storstellen und Lokalisierung

e Fraktionaler Quantenhalleffekt (FQHE)
e Laughlin-Wellenfunktion

e Verbundteilchen
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Phanomen der Halleffekte

Versuchsaufbau (schematisch)

Voraussetzungen:
e 2D Elektronengas
e T~10K
e B~ 150 kG

e reine Proben
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Klassisch

Ohmsches Gesetz:
=

Leitfdhigkeitstensor:  o(B) :( Oxx  Oxy )

—Oxy Oxx
Widerstandstensor:  p(B) = Pxx Py = 1 Oxx  —Oxy
—Pxy Pxx Oxx 0%y Oxy Oxy

Klassische Erwartung:

Kréftegleichgewicht: E, = ZB = E_j,

poec

— - 2L

= Pxy = poec
B
= Pxy ~ 0
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Beobachtung

Magnetic field (T)

¢ Der Hallwiderstand auf den Stufen betrdgt EXAKT Ry = —pyy =

e Plateau in py, = Minimum in pyy;

1n
’ng

Leitfahigkeit o verhalt sich wie Widerstand p
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Landau-Niveaus

Freies Elektronengas in 2D im homogenen Magnetfeld B = B &,

Vektorpotential A(7) = (0, B, x,0)
Hamiltonian: H = 2mﬂ (7 p + eA)
= zme px + mewc (x + l%ky)z
eBL he

We = MeC

= Harmonischer Oszillator mit Energieniveaus E,, = hw,(n + %)
unabhiéngig von p, = beziiglich p, entartet:

periodische Randbedingungen: p, = 2%‘1 s, s€Z
Entartung: ¢ = 5 ”ﬁ(p’y’”’x p’;””)

Teilchen eingeschlossen in Kasten mit Seitenldngen L und W:
= -3<1<3

L L
=X+ gy — 7 S Py SXF gyt
= Entartung fiir jedes Landauniveau: g(B,) = 42YB,
— ehH - D _
= £0=2=Np

Zyklotronfrequenz; Ip = ;p- magnetische Linge
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Fiillfaktor und Inkompressibilitat

Fullfaktor:

Anzahl Elektronen

V= Anzanl Plitze pro Landauniveau
_ N_ N
8 No

= Fillfaktor gibt an, wieviele magnetische Flufiquanten auf ein Elektron fallen
v =n,n € N = n Landauniveaus komplett gefiillt
= fiir Anregung Energie ficw. benotigt

= Inkompressibilitét
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Ganzzahliger Quantenhalleffekt

Randbedingung 1
Responsefunktion: E = o]

Strom j in x-Richtung
kein Abgriff des Hallstromes = Hallspannung = Kriftegleichgewicht

vmagisch = oy = 0
= E, = —jx/oy
= E, = 0

d.h. kein Feld in x-Richtung zur Aufrechterhaltung des Stromes notig = Stromfluf ideal

Erkldrung:

Landauniveaus komplett gefiillt oder leer = Inkompressibilitit = keine Streuung moglich
Kréftegleichgewicht

= keine Elektronen durch Magnetfeld abgelenkt

= Stromfluf erfolgt in x-Richtung ideal
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Ganzzahliger Quantenhalleffekt

Randbedingung 2
Responsefunktion: j = pE

Feld E, in x-Richtung
Abgriff des Hallstromes = keine Hallspannung = kein Kréftegleichgewicht

vmagisch = oy = 0
= jy = -—Ex / Oy
= jx = 0

d.h. bei angelegtem Feld E, nur Stromfluf$ in y-Richtung = Stromfluf ideal

Erkldrung:

Landauniveaus komplett gefiillt oder leer = Inkompressibilitdt = keine Streuung moglich
= alle Elektronen durch Magnetfeld abgelenkt
= kein Stromflufs in x-Richtung
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Plateaus

Vo~ =Ry~ B, = Ry linearin B |

Lokalisierung durch Storstellen:

b(e)

Nur Elektronen in ausgedehnten Zustdnden tragen zum Strom bei

= fiir v ~ n ist der Strom der gleiche wie fiir v =n

= Plateauum~v =n

B,+#0

= keine Stufen!

€ | B, #0 (impurities)

D(e)
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Fraktionaler Quantenhalleffekt

Fiillfaktor : v = %, m € N, m ungerade

= Landauniveau nur zu % gefiillt

= es gibt genug Zustédnde, in die gestreut werden kann

= keine Inkompressibilitat

Aber man sieht dennoch Stufen

Losung:

Die Wechselwirkung zwischen den Elektronen spielt eine Rolle

= Entartung aufgehoben
= Inkompressibilitdt

2 Modelle:
1. Laughlin-Wellenfunktion und Plasma-Analogon

2. Verbundteilchen
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Elektronen mit Wechselwirkung

Ein Elektron in 2D im Magnetfeld: ~ H = sze (P + ¢A)?
symmetrische Eichung: A = & (yé; — xey)

. . . _ he
Einheiten, in denen Ig = 1/% =1

Eigenzustdnde von H:

1 1 2 2 o m : n _1 2 2
\/mexp(4(x +y ))(ax lay) (6X+Zay) exp( 2(x +y ))

Im niedrigsten Landauniveau mit z = x — iy

|mrn> =

_ - _ 1 m 1 2
[, = 0) = ) =~ 2" exp(— 5 |2I)
2 Elektronen: 5
I . AN 1 . e~ .5 e
H= ‘A CA)? 4 &
ng(pl+c ) +2mg(p2+c 2) +r12
Separation in Schwerpunktskoordinaten z = #1722 und Relativkoordinaten z, = %:
1 e 1
N ZA 2
int 2m, (Pa + c )"+ Jar

Eigenfunktion im niedrigsten Landauniveau: ¥ = (z1 — z2)" exp(—1(|z1]? + |22|?))
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Laughlins Wellenfunktion

Laughlin generalisierte auf N Teilchen wie folgt:
N-Teilchen Hamiltonian:

N
S e
H= Zl{|p]-+EAj|2+V(z]-)}+ez >

i K<j |Zj_zk|

N-Teilchen Wellenfunktion im Grundzustand:
1
Y ={[]f(zj —z) texp(—7 Z |z1|%)
1 [

Minimierung der Energie beztiglich f liefert:

e Elektron im niedrigsten Landauniveau = f(z) ist Polynom in z
e Antisymmetrie der Wellenfunktion = f(z) ist ungerade

e Drehimpulserhaltung =
Mj<k f(zj — zx) ist homogenes Polynom vom Grad M = ZN(N — 1)

= f(z) =z" mit m ungerade
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Plasmaanalogon

1

[Wnl? = { I_L(Zj - Zk)m}eXp(*i Y |zi?)1? = exp(~BHu)
1<

mit Hm:—zj<km21n|z]~—zk|—i—%mzl\zﬂz und B=2
Potential eines Systems mit
e N identischen Teilchen der Ladung q

e einem einheitlichen, neutralisierenden Hintergrund der Ladungsdichte o = ﬁ
B

e Wechselwirkung untereinander tiber logarithmisches Potential
Vocp(r) = —¢* S Inr; +17w 2
ocr\r) = —q ;k jk T 5 70q Z j
] ]

Vergleich von Hy, und Vocp =
1

H,, ist Hamiltonian eines 2D Plasmas mit Ladungsdichte o = =5

2
27l

Monte-Carlo = OCP= hexago?algr K}‘1stall fir m =~ 70
Fliissigkeit <
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Quasiteilchen

Laughlin:
Das 2D Elektronengas ist eine inkompressible Quantenfliissigkeit deren elementare Anre-
gungen Quasiteilchen der Ladung =+ sind.

m—mal
Yo = {jek (zj—26) .- (zj — ) Yexp(—1 31 |zi]?)
H/—/

% —Elektron
Verdndere Magnetfeld:
schicke bei zg durch einen unendlich diinnen Solenoid adiabatisch ein Fluquant @p = %
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Quasilocher

W17 = exp(—BHY )

H,(,f) =Hpu—my;ln|z; - zo|

Hamiltonian eines OCP mit extra repulsiver Phantompunktladung bei z

Ladung: L -faches der Ladungen des Plasmas

= Plasma neutralisiert Phantom durch Abziehen von % Ladung nahe zg

Background Test
‘charge' density ‘charge’

Charge 1/m
quasiparticle

Ladung der Plasmateilchen: —e = Phantom hat Ladung + £
= elementare Anregung ist Quasiloch mit fraktionaler Ladung
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Quasielektronen

Schicke bei zg FluBquant ®p = — € durch Fliissigkeit

e
Schwieriger, da man ein FluSquant rausnehmen muf:

) _ B 1 . .
Y " =[] (exp(—7z)] )(zaj_zo))n(zl—zk)
=1 <

= Phantom hat Ladung — -
= elementare Anregung ist Quasielektron mit fraktionaler Ladung

>

A

Hall Resistivity Ry, (2rrh/e?)
w

v

Quasiteilchen geladene Objekte = werden an Storstellen gefangen = Plateau
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Anyons

Austausch zweier identischer Teilchen = Wellenfunktion erhilt Phasenfaktor:
V(3 F) = e TW (R, )
Zweifaches Tauschen = geschlossener Loop

In 3D: stetiges Schrumpfen auf einen Punkt moglich, Eindeutigkeit = ¢2%7 = 1

In 2D: Teilchen IM Loop =- stetiges Schrumpfen nicht moglich =- Phase « beliebig: Anyon
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Statistische Transmutation

Lagrangian von N Fermionen/Bosonen :
M N ax, 5

‘CO ( dt

2 —V(F,..., %)

Teilchen — Anyons: Einfiihren einer statistischen Wechselwirkung:

d S o
=<(X,—Xs, x— Achse)
L oL 5 =
Pr = M¥x, —eC(%;)
(er
mit
Cr(%) = L5, 0,0(% — Xs)
=

H = zﬁ\leﬁr-fc}—ﬁ

= SN (B + 6C(F)) + V(R ..., BN)

d.h. minimale Kopplung mit Chern-Simons-Feld C(¥) und Ladung e
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Verbundteilchen

in Analogie zur Elektrodynamik:

H = [dx(5(=ihV —eC)! (x)(=ihV +eC)dp(x) + V()T (x)p(x))
+ 3 d2x [ dPydt (x) ol (v)U(1Z - 7)) d(x)d(y)

mit ¢(x) Verbundboson-/Verbundfermionfeld

Constraint:
2urth

€jk0;Cr(x) = dJT( )o(x)

zugehoriger Lagrangian:

L = fdzx[¢*(x>(iﬁat+eco( ) (x) — 57T (x) (i
[ d*xdT (x)V (x)p(x) — szxfdzyqb*( )¢
xCu(x)0y C/\( )

4
4orth
kanonische Kommutatorrelationen:
8(x—9)

d.h. wir haben eine Feldtheorie fiir Anyons konstruiert, durch Benutzung des Verbundteil-
chenfeldes und des Chern-Simon-Feldes.

= Anyon ist ein Verbundteilchen mit Chern-Simons-Fluf§
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Elektronen und Verbundteilchen

CS-flux

magnetc Tiux

electron C-particle

anyon C-particle

Elektronen in 2D sind Anyons =
Elektron: gebundener Zustand von Verbundteilchen und Chern-Simons-Flufs

= System von Elektronen im Magnetfeld ist System von Verbundteilchen in magnetischem
und Chern-Simons Fluf3

= Verbundteilchen erfahren effektives magnetisches Feld:

B = B, —mdpp
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FQHE und Verbundbosonen

magnetic flux

electron C-boson
Fillfaktor v = ﬁ d.h. auf ein Elektron fallen 2p + 1 magnetische FluSquanten

Elektron: Verbundboson mit 11 = 2p + 1 Chern-Simons-FluSquanten

= B = 2p+1)®ppy— (2p +1) Dppy = 0
—_————— ——
B, i

= Verbundbosonen erfahren kein Magnetfeld

= Bose-Kondensat
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FOQHE und Verbundfermionen

YYYYYYYY YYYYYYVVY

Fullfaktor v = 217% d.h. auf ein Elektron fallen 2p + 1 magnetische Fluiquanten

Elektron: Verbundfermion mit # = 2p Chern-Simons-Flufiquanten

B
= B?f = (2p+1)@ppo — (2p)Pppo = pPoPp = 2 i 7
27hpg
= Verr=——F=02p+1)v=1
I erf

= auf ein Verbundfermion fallt ein magnetisches Flufiquant
= der FQH-Zustand von Elektronen bei v = 2plﬁ ist
der IQH-Zustand von Verbundfermionen bei v,¢s = 1

= fettes “Elektron besetzt (2p + 1)-Landauplitze
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Zusammenfassung
Quantisierung des Widerstandes in Einheiten e%:

o Ganzzahliges Vielfaches = IQHE = gefiillte Landaulevel = inkompressibles System
= idealer Stromfluf3

e fraktionales, ungerades Vielfaches = FQHE =

1. Laughlins Wellenfunktion = Plasmaanalogon = elementare Anregungen sind
geladene Quasiteilchen mit fraktionaler Ladung

2. Verbundbosonen =- effektives magnetisches Feld = 0 = Bosekondensat

3. Verbundfermionen = IQHE mit, fetten “Elektronen

Sinn und Zweck

e von Klitzing-Konstante: ~ Rx = % ~ 25812,80700 Q = dient seit 1990 als
Widerstandsnormal mit einer Genauigkeit von iiber 107

. . . 2
e Prizessionsmessung der Feinstrukturkonstanten o = 77—

e Technische Systeme immer kleiner = Quanteneffekte spielen immer grofiere Rolle
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