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Wiederholung: Greens-Funktionen

• Definition:
(E-H)G(E)=1 bzw. (E −H(~r))G(~r, ~r′; E) = δ3(~r − ~r′)

• Formal:
G(E)= 1

E−H =
∑

n
1

E−H |Φn >< Φn| =
∑

n
|Φn><Φn|

E−En
=∑

n
|Φn><Φn|

E−En
+

∫
dn |Φn><Φn|

E−En

bzw. G(~r, ~r′; E) =
∑

n
Φn(~r)Φ∗

n(~r′)
E−En

+
∫

dnΦn(~r)Φ∗
n(~r′)

E−En

• En ∈ R ⇒ G(E) analytische Funktion

• An den Stellen der diskreten Eigenwerte hat G(E) einen einfa-
chen Pol

• Sonst definiere Gr,a(~r, ~r′; E) = lim
s→0

G(~r, ~r′; E ± is)



Wiederholung: Greens-Funktionen

• lim
y→0

∫
dx 1

x±iy = P
∫

dx 1
x ∓ iπ

∫
dxδ(x)

• ⇒ Gr,a(~r, ~r; E) = P
∑

n
Φn(~r)Φ∗

n(~r)
E−En

∓ iπ
∑

n δ(E −
En)Φn(~r)Φ∗n(~r)

• Mit ρ(~r; E) =
∑

n δ(E−En)Φn(~r)Φ∗n(~r) die Zustandsdichte pro
Volumen

• N(E) =
∫

drρ(~r; E) die Zustandsdichte.

• Es gilt also ρ(~r; E) = ∓ 1
π=(Gr,a(~r, ~r; E))

• G∗(~r, ~r′; E)=G(~r′, ~r; E); Ga(~r, ~r′; E)=[Gr(~r′, ~r; E)]∗

• G̃(~r, ~r′; E) := Gr(~r, ~r′; E) − Ga(~r, ~r′; E) =

−2πi
∑

n Φn(~r)Φ∗n(~r′)δ(E − En)

• G(~r, ~r′; E) =
∑

n
Φn(~r)Φ∗

n(~r′)
E−En

= i
2π

∫
dε G̃(~r,~r′;ε)

E−ε



Wiederholung: Greens-Funktionen

• Für nichtentartete Zustände gilt:
Res(G(~r, ~r′; En)) = Φn(~r)Φ∗n(~r′)

• |Φn(~r)| = Res(G(~r, ~r; En))
1
2

• Ist G(~r, ~r′; E) bekannt so kann das inhomogene Problem [E −
H(~r)]Ψ(~r) = f(~r) gelöst werden durch

1. Ψ(~r) =
∫

G(~r, ~r′; E)f(~r′)dr′; falls E /∈ {En}

2. Ψ(~r) =
∫

Gr,a(~r, ~r′; E)f(~r′)dr′ + Φ(~r); falls E ∈ {En}



Wiederholung: Greens-Funktionen

• Ist H = H0 + H1, so gilt G0(E) = (E − H0)
−1 und G(E) =

(E −H)−1.

• G(E) = (E−H0−H1)
−1 = [(E−H0)(1− (E−H0)

−1H1)]
−1 =

[1− (E −H0)
−1H1)]

−1(E −H0)
−1 = [1−G0(E)H1]

−1G0(E)

• (1− x)−1 = 1 + x + x2 + ...

• G = G0 + G0H1G0 + G0H1G0H1G0 + ... = G0 + G0H1G

• T-Matrix T (E)G0(E) = H1G(E)

• ⇒ G(E) = G0(E) + G0(E)T (E)G0(E)



Bandstruktur im Tight-Binding-Modell

• Betrachte H =
∑

l |l > εl < l|+
∑

l,m |l > Vlm < m|, wobei |l >
ein atomähnliches Orbital ist.

• Satz von Bloch: periodisches Potential U(~r + ~R) = U(~r) für

alle Gittervektoren ~R des Bravaisgitters:

Ψnk(~r) = ei~k~runk(~r), unk(~r + ~R) = unk(~r)
mit n dem Bandindex.

• Wannier-Funktionen: wn(r − l) = 1√
N

∑
k e−iklΨnk(r).

• Bilden vollständigen Satz.

• Annahme: schwache WW zwischen Bändern

• Es gilt dann < l|H|m >= εlδlm + Vlm



Bandstruktur im Tight-Binding-Modell

• Translationsinvarianz ⇒ εl = ε0 und Vlm = Vl−m

• weitere Näherung: nächste Nachbar-Kopplung: Vij = V ;falls i, j
nächste Nachbarn ; 0 sonst

• Dadurch erhalten wir E(k)=ε0 + V
∑′

l e
ikl und somit

E(k) = ε0 + 2V cos(ka) ; 1-D

E(k) = ε0 + 2V [cos(k1a) + cos(k2a)] ; 2-D

E(k) = ε0 + 2V [cos(k1a) + cos(k2a) + cos(k3a)] ; 3-D

(1)

wobei immer −π
a < ki < π

a



Bandstruktur im Tight-Binding-Modell

• Greensfunktion für eindimensionales Gitter:

G(l,m; E) = L
N2π

π
a∫

−π
a

dk eika(l−m)

E−ε0−2V cos(ka) =

1
2π

π∫
−π

dΦ eiΦ(l−m)

E−ε0−2V cos(Φ)

• Substitution w = eiΦ und x := E−ε0
2V

G(l,m; z) = −1
2πiV

∮
dw w|l−m|

w2−2xw+1

• Nullstellen der Gleichung w2 − 2xw + 1 = 0
w1/2 = x±

√
x2 − 1



Bandstruktur im Tight-Binding-Modell

• Falls x ∈ {−∞;−1) ∪ (1;∞}, so ist |w1| < 1 und |w2| > 1

⇒G(l,m; z) =
w
|l−m|
1√

(E−ε0)2−4V 2

• Falls −1 ≤ x ≤ 1 ⇒ Integral nicht definiert ⇔ kontinuierliches
Spektrum

• Gr,a(l,m; E) = ∓i√
4V 2−(E−ε0)2

(x∓ i
√

1− x2)|l−m|

• Zustandsdichte ρ(E) = ∓=(Gr,a(l, l; E)) = Θ(V−|E−ε0|)
π
√

4V 2−(E−ε0)2



Bandstruktur im Tight-Binding-Modell



Bandstruktur im Tight-Binding-Modell



Bandstruktur im Tight-Binding-Modell



Störstellenniveaus

• Störstelle lokalisiert an |l >. H = Htb +H1 mit H1 = |l > ε < l|

• (δ-Potential)

•

T = H1 + H1G0H1 + H1G0H1G0H1 + ...

= |l > ε < l|+ |l > ε < l|G0|l > ε < l|+ ...

= |l > ε[1 + εG0(l, l) + (εG0(l, l))
2 + ...] < l|

= |l >
ε

1− εG0(l, l)
< l|

(2)

• G = G0 + G0TG0 = G0 + G0|l > ε
1−εG0(l,l)

< l|G0

• Pol von G ⇔ G0(l, l; Ep) = 1
ε

• Ep ausserhalb des Bandes von H !



Störstellenniveaus

3 dimensionaler Fall:
Il:=Res(G0(l, l; El)) und Iu:=Res(G0(l, l; Eu)) sind endlich, dG0

dE < 0
und G(E)→ 0 wenn E→∞

1. ε−1 < Il < 0. G0(l, l, Ep) = 1
ε hat keine Lösung

2. Il < ε < 0. genau eine Lösung, unterhalb der unteren Bandkante

3. 0 < I−1
u < ε.genau eine Lösung,über der oberen Bandkante



Störstellenniveaus



Oberflächenniveus

• Oberflächenzustände ⇔ Θ-Potential an der Kante (wird hier
durch ein δ-Potential dargestellt)

• Separation in ein 2-D und ein 1-D Problem

• gebundene Zustände von H = Htb + H1 in einer Dimension.

• ε ·G0=1.

• Zustandsdichte hat 1√
E

Divergenz

• führt zu divergentem G0

• Immer ein Bindungszustand.

• auf dem Bild sieht man die 2-D Oberflächenzustandsdicht mit
Diskontinuität
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