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4.1 Stirling-Formel

Integrale der Form Iy = fba dzf(2)e N9%) kommen in der statistischen Physik haufiger vor.
Dabei ist NV eine grofie natiirliche Zahl. g(z) habe an der Stelle z = z; ein einziges Minimum
in dem Intervall (a,b), und f(zs) # 0. Um dieses Integral ndherungsweise zu berechnen,
benutzt man die sogenannte Sattelpunktsintegration:

e Man entwickelt die Funktionen f(z) und g(z) um z = 2z, und fithrt die Substitution
z=N2(z — z) ein.

e Fiir N > 1 beriicksichtigt man nur den Term f(z;) und die zwei ersten Terme der
Taylor-Entwicklung von g¢(z).

Auf diese Weise nimmt das Integral Iy die Form eines Gauf3-Integrales an.

a) Finden Sie auf die angegebene Weise eine allgemeine Néherungsformel fir Iy.
Hinvveis:ffoOO dre 37" = \ /27”.

b) Fiiralle z € C, Re(z) > 0, ist die Gammafunktion definiert durch T'(z4+1) = [ dte~*.
Zeigen Sie dafl daraus die Gleichung I'(z+1) = 2I'(2) sowie I'(1) = 1 folgt. Zeige weiter,
daB T'(V+1) = N!fir N =1,2,3... gilt.

¢) Gewinnen Sie mit Hilfe der Sattelpunktsintegration die Stirling-Formel, wobei N > 1:

N! ~ \/QWN(E)N.

e

4.2 Joule-Thomsom Effekt und Joule-Zyklus

Man geht beim Joule-Thomsom-Effekt von einem aus zwei Kammern zusammengesetzten
vollig warmeisolierten System aus. Der Druck in jedem Kammer sei konstant p; = Const,
py = Const, jedoch gelte p; > py. Beide Kammern werden von einer Drossel getrennt, durch
die sich das Gas aus dem Volumen V; adiabatisch in das Volumen V5 entspannen kann. Wir
gehen hier von einem idealen Gas aus.

a) Zeigen Sie, da} die Enthalpie H konstant bleibt und da der Prozefl irreversibel
verlauft.

b) Der Joule-Thomsom-Koeffizient ist definiert als § = <?9_£) - Zeigen Sie, da 0 =

[T(g—;p) —V]/¢p, und da 0 = 0 fiir ein ideales Gas ist.

c¢) Berechnen Sie den Wirkungsgrad des Joule-Thomson-Zyklus als Funktion von p; und
po (sieche Abbildung 1).



Abbildung 1: Joule-Thomson-Zyklus

4.3 Elastischer Draht

Auf einem elastischen Draht der Lange L wirkt eine Kraft K. Im Hookeschen Bereich gilt
die Zustandsgleichung
K == k’(L - Lo) —|— A1<T — To),

wobei T' die Temperatur ist, Ly und Ty die Referenzlénge bzw. Temperatur fiir K = 0 und
k und A; Konstante sind.

a) Gib das Differential der inneren Energie dU in Abhéngigkeit von den thermodynami-
schen Differentialen dS und dL an, wobei S die Entropie ist. Gib eine Formel fiir die
Entropie S an.

b) Konstruiere ein thermodynamisches Potential, fiir das die Fundamentalvariablen L und
T sind. Welche Maxwell-Relationen kann man daraus herleiten?

¢) Berechne den T-Ausdehnungskoeffizienten +(2%); = ax bei konstanter Kraft und die

L
L\oT
Dehnbahrkeit 1 (9£)7 = k.

4.4 Thermodynamische Potentiale und ideales Gas

In Aufgabe 3.3 zeigten wir, dal die Entropie eines idealen Gases bei konstantem Teilchenzahl

gegeben ist durch

f. T V
T = Nkp|=In— +1n —|.
S( ,V) S()—l— 3[2 DTO+ n%]

a) Geben Sie mit Hilfe der beiden Zustandsgleichungen die Helmholtzsche freie Energie
und die Gibbssche freie Energie an. Berechnen Sie dann das chemische Potential.

b) Leiten Sie aus dem Ausdruck fiir F' wieder die thermische Zustandsgleichung her.

Viel Spafl!



