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5.1 Energiefluktuationen im kanonischen Ensemble (7 Punkte)
Fiir ein kanonisches Ensemble ist die relative Hiufigkeit eines reinen Zustands |n) gegeben
durch

Wic(n) = 5~ exp(~0Ex).

mit § = 1/kgT und der Zustandssumme Zx = ) (n|exp(—FE,)|n), wobei iiber alle reinen
Zusténde |n) summiert wird. Zeige, dass die Energieschwankungen gegeben sind durch

(AE)?) = kT? (%) .

Stelle den Zusammenhang mit der Warmekapazitdat Cy her. Wie hdngt die Energiefluktuation
pro Teilchenzahl \/((AFE)2?)/N von der Teilchenzahl N ab? Was folgt daraus fiir die Anwend-

barkeit von kanonischem und mikrokanonischen Formalismus?

5.2 Reiflverschlussmodel fiir DINS-Molekiile (8 Punkte)
Die Mikrozusténde eines doppelstrangigen Polymers (DNS) werden in einem einfachen Modell
wie folgt festgelegt:

L1 | 3 p N
1
Die beiden Strange kénnen an den Stellen 1, 2, ..., N Bindungen miteinander eingehen. Eine
geschlossene Bindung hat dabei die Energie ¢y = 0, eine geoffnete Bindung die Energie € # 0.
Die p-te Bindung kann nur offen sein, wenn alle Bindungen 1, 2, ..., p — 1 ebenfalls offen sind.

Die N-te Bindung kann nicht geoffnet werden.

(a) Mache dir zunédchst klar, warum der kanonische Formalismus angewendet werden kann.
Bestimme dann die kanonische Zustandssumme Zg (T)!

(b) Berechne die mittlere Zahl (n) der offenen Bindungen als Funktion von x = e~%¢.

(c) Bestimme anschlieBend den Anteil (n)/N der offenen Bindungen im Limes N — oo fiir
x < 1und x > 1. Zeichne (n)/N fir N — oo als Funktion von z.



5.3 Zentraler Grenzwertsatz (15 Punkte)
Eine Zufallsgrofie X kann die Werte z € M mit einer Wahrscheinlichkeit p(x) annehmen (M
heifit Ereignisraum des Zufallsexperiments). Die Zufallsgrofe X werde nun N-mal unabhdingig
gezogen, wobei der Mittelwert der gezogenen Werte eine neue Zufallsgrole Y definiert:

1N
Y: y:Nin.
i=1

Wir wollen die Wahrscheinlichkeitsverteilung Py (y) von Y im Grenzfall N — oo bestimmen

(a) Zunichst sei N fest. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis (z1, z9, ..., xy)?
Driicke die Wahrscheinlichkeitsverteilung Py(y) formal mit Hilfe der p(x;) aus.

Es ist niitzlich, die charakteristische Funktion einer Wahrscheinlichkeitsverteilung p(z) zu defi-
nieren als

W) = [ do ()
Wie man sieht, hingt sie eng mit der Fouriertransformierten von p(x) zusammen.

(b) Zeige, dass die charakteristische Funktion von Py(y) gegeben ist durch

k

N
Xn(k) = /dIleEQ...dIN v i @@y ) p(xs)..p(zy) = [X (N)}

(c) Zeige nun unter der Voraussetzung, dass alle Momente (siche unten) der Verteilung p(x)
existieren, dass fiir den Grenzfall N — oo folgt

Xy (k) =3 emsvh,
Entwickle dazu In x nach k/N.

(d) Bestimme damit schlieBlich die Wahrscheinlichkeitsverteilung P(y) = limy_. Py(y) und

die Breite /((Ay)?).

Hinweis: [ dt e~ ™' = \/m/a e~/ fiir a > 0

Definition: n-tes Moment einer Verteilung p(z):

Beispiele:
Normierung: (2%) =

2. Moment: () = [ dx 2°p(z) (Varianz: 0% = (2?) — (x)?)
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