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6.1 Stirling-Formel (8 Punkte)

Integrale der Form Iy = fab dz f(z)e~N9%) kommen in der statistischen Physik hiufiger vor.
Dabei ist NV eine grofe natiirliche Zahl. Im Interval (a, b) habe g(z) ein einziges Minimum an der
Stelle z = zg mit f(z;) # 0. Um dieses Integral ndherungsweise zu berechenen, benutzt man
die sogenannte Sattelpunktsintegration. Dazu entwickelt man die Funktionen f(z) und g(z)
zunéchst um z = z,, wobei fiir N > 1 nur der Term f(z,) der Taylorentwicklung von f(z) und
die ersten beiden nichtverschwindenden Terme von g(z) beriicksichtigt werden. AnschlieBend
fiilhrt man die Substitution # = NY2?(z — z,) ein, wodurch das Integral Iy die Form eines
Gauf-Integrals annimmt.

(a) Finde auf die angegebene Weise eine allgemeine Néherungsformel fiir Iy .

Hinweis: f_t;o dr e 5% = \ /21 /a

(b) Fiir alle z € C mit Re(z) > 0 ist die Gammafunktion definiert als T'(z) = [~ dt e""*~". Zei-
ge, dass daraus ['(1) = 1 sowie I'(z+1) = zI'(2) folgt. Zeige anschheﬁend durch vollstandige
Induktion, dass I'(IV + 1) = N! fir N = 1,2, 3... gilt.

(c) Beweise schliefllich mit Hilfe der Sattelpunktsintegration die Stirling-Formel,

N~ V2rNNYe ™™ fiir N> 1.

6.2 Zustandsdichte (7 Punkte)
Wir betrachten ein quantenmechanisches Teilchen in einem d-dimensionalen Kasten der Kan-
tenldnge L, fiir das die Energie-Impulsbeziehung e(p) besteht. Die Zustandsdichte N (g) ist
definiert als N (g) = 27rh)d [ d% 5(s — e(p)). Es sei nun £(p) = ap”. Bestimme die Zustands-
dichte in Abhanglgkelt der Dimension d. Betrachte anschlieend die beiden Félle

(a) e(p) = f—m fiir Elektronen und
(b) e(p) = ¢p fur Photonen,

und gib jeweils die Zustandsdichte A (g) fiir die Dimensionen d = 1,2, 3 explizit an.



6.3 Polymer-Modell (Gummi) (15 Punkte)
Zur idealisierten Beschreibung der Eigenschaften eines Polymers soll angenommen werden, das
System bestehe aus einer linearen Kette mit einer festen Anzahl von Gliedern N, die jeweils
einen leicht knickbaren Abschnitt aufweisen. Die mikroskopischen Eigenschaften der Kette seien
folgendermaflen charakterisiert:

. . E- (ungeknickt)
Energie pro Kettenglied: e (geknickt)
(ungeknickt)

; . . s
Léange eines Kettengliedes: (< (. (geknickt)

(a) Auf die Kette wirke eine feste dufere Kraft K. Das Differential der inneren Energie U(S, L, N)
ist dann gegeben durch
dU =TdS + KdL + pdN

wobei der Term KdL dem bekannten Term —pdV bei dreidimensionalen Systemen ent-
spricht (vergleiche Aufgabe 4.3). Leite her, dass die Wahrscheinlichkeitsverteilung durch

1
W(r) = Ee_ﬂ(Er—KLT-) mit Z(T,K,N) = Z o—B(E—KLy)

Zustande r

gegeben ist, wobei L, = Zfil ggT) die Energie und L, = Zf\;l Ezm die Lénge der Kette im
Mikrozustand r ist. Verfahre dazu analog zur Herleitung der groffkanonischen Wahrschein-
lichkeitsverteilung in der Vorlesung und mache dir zunéchst klar, wie die drei Nebenbedin-

gungen lauten, und maximiere anschlielend die Entropie S. Zeige schliefSlich, dass die freie
Enthalpie G(T, K, N) iiber die Relation

G = —k?BT InZ
mit der Zustandssumme Z verkniipft ist.

(b) Zeige, dass die Zustandssumme Z sich schreiben lésst als

7 — [G—B(EA—KEA) | e Ble——KL) N

Wie erhélt man aus der freien Enthalpie G die mittlere Lange L der Kette? Bestimme L und
untersuche davon ausgehend, wie das Vorzeichen des thermischen Ausdehnungskoeffizienten
a= % fir K =0 von £_ und €, abhéngt.

(c) Bestimme fiir festgehaltene Linge L die kanonische Zustandssumme

Z(T,L,N)= Y e/,

Zustadnde r

Beachte dabei, dass L durch N und die Zahl der geknickten Glieder n, festgelegt ist und
deshalb nun nicht mehr uneingeschrankt iiber alle Mirkozustdnde summiert wird. Bestimme
zuletzt iiber die freie Energie F(T, L, N) die Kraft K(T, L, N), die die Kette bei gegebener
Temperatur T ausiibt. Gehe dabei vom Grenzfall N,n, > 1 aus und schreibe K als Funk-
tion von 7', L und N und driicke alle Koeffizienten durch die mikroskopischen Parameter
aus.



