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7.1 Kiihlung durch adiabatische Entmagnetisierung (9 Punkte)
In der Vorlesung wurde als Beispiel fiir ein 2-Niveausystem ein System aus /N nicht miteinander
wechselwirkenden Spins besprochen, die an ein dufleres Magnetfeld B koppeln,
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Dabei ergab sich der Ausdruck
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fiir die Entropie .S, sowie
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fiir die Warmekapazitédt bei konstantem Magnetfeld Cp.

(a) Das Spinsystem werde nun bei einer Magnetfeldstdarke B; > 0 durch Kopplung an ein
Wirmebad auf die Temperatur 7} > 0 gebracht und anschlieBend wirmeisoliert. Andert
man nun das Magnetfeld auf einen neuen Wert By > 0, so verlauft dieser Prozess adiaba-
tisch. Was folgt daraus fiir die Entropie?

(b) Offensichtlich hingt die Entropie nur vom Verhéltnis von Magnetfeld und Temperatur ab,
S(B,T) = S(B/T). Zeige, dass S als Funktion von |B/T| injektiv ist. Was gilt also fiir die
Temperatur 75, die das Spinsystem nach der Magnetfelddnderung besitzt? Nimm dabei an,
dass sich die Temperatur stetig mit dem Magnetfeld dndert. Wie muss B, gewéhlt werden,
damit das Spinsystem abgekiihlt wird, also T5 < T} gilt.

(c¢) Das Spinsystem sei nun iiber einen Wirmeleiter mit einer Probe mit konstanter Wiarmeka-
pazitit C{, verbunden, welche zuvor ebenfalls durch das Wirmereservoir auf die Tempera-
tur T} gebracht wurde. Berechne die Temperatur 7_, die Spinsystem und Probe nach dem
Temperaturausgleich besitzen. Gehe dabei von kT >> B> aus und néhere die Warme-
kapazitdt des Spinsystems entsprechend.



7.2 System von unabhéngigen harmonischen Oszillatoren (12 Punkte)
Wir betrachten ein System von N identischen, nicht gekoppelten harmonischen Oszillatoren
mit Eigenfrequenz w:
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(a) Wie sehen die moglichen Energieeigenwerte eines Mikrozustands |n) = |ni,ng,...,ny)
aus? Berechne die kanonische Zustandssumme Z,.

Im kanonischen Ensemble kann die Summation iiber alle Mikrozusténde leicht ausgefiithrt wer-
den, da iiber alle Eigenzustinde der einzelnen Oszillatoren unabhéngig summiert wird. Im
Folgenden werden wir nun sehen, dass alle physikalischen Gréfen des Systems mit Hilfe von Z,
berechnet werden konnen.

(b) Berechne die innere Energie U. Driicke dabei den Einteilchenenergieerwartungswert als
Ableitung der kanonischen Zustandssumme aus. Berechne nun noch den Erwartungswert
fiir die Quantenzahl n eines einzelnen Oszillators und zeige damit schliellich

U:th<<n>+%>.

Skizziere das Verhalten der inneren Energie als Funktion von kpT'/hw.

(c) Die innere Energie U kann auch durch die thermodynamische Relation U = F + TS
bestimmt werden. Berechne nun also die freie Energie F' und daraus die Entropie S sowie
die innere Energie U und vergleiche das Ergebnis mit dem aus (b).

(d) Leite einen Ausdruck fiir die Warmekapazitét her und betrachte das Verhalten der Wéarme-
kapazitat fir kg1 > hw und kgT < hw.

7.3 Gibbs’sches Paradoxon (9 Punkte)
Ein thermisch abgeschlossener Behélter ist durch eine Trennwand in zwei Kammern unterteilt.
Beide Kammern enthalten ideale Gase mit der konstanten Warmekapazitit cy. Die eine Kam-
mer enthélt Ny Teilchen bei der Temperatur 77 und dem Druck p;, die andere Ny Teilchen bei
der Temperatur 75 und dem Druck p».

(a) Die Trennwand werde nun verschiebbar gemacht und ihre thermische Isolierung entfernt.
Nach dem Druck- und Temperaturausgleich besitzen beide Kammern den gleichen Druck
p und die gleich Temperatur 7. Berechne diese mit Hilfe der Zustandsgleichungen fiir das
ideale Gas.

(b) AnschlieBend wird die Trennwand entfernt. Berechne die Anderung der Gesamtentropie AS
aufgrund der Mischung, falls die Gase (1) verschieden und (2) identisch sind. Die Entropie
eine idealen Gases ist dabei gegeben durch

S =Nk |InV + g(l + In(2rmkpT/h?)) | .

Warum fithrt der 2. Fall zu einem Widerspruch?



