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2.1 Legendre-Transformation (10 Punkte)
Sei f(x1, . . . , xn) eine Funktion von n Variablen xi, i = 1, . . . , n.
Die Legendre-Transformierte von f ist dann gegeben durch

f − yixi ,

mit yi = ∂f
∂xi

. Die Variable xi wird dabei durch die Variable yi ersetzt.

(a) Berechne die Legendre-Transformierte von

(i) f(x) = a + bx2

(ii) g(x) = − 1
x
, x > 0.

Zeige, dass die Legendre-Transformation involutiv ist, d.h. zweifache Anwendung der
Legendre-Transformation ergibt wieder die Ausgangsfunktion.

(b) Sei U(S, V,N) die innere Energie eines Systems. Die thermodynamischen Potentiale En-
thalpie H(S, p,N), freie Energie F (T, V,N) und freie Enthalpie G(T, p,N) lassen sich als
Legendre-Transformierte von U bzgl. S, V bzw. S und V ausdrücken.
Berechne diese Legendre-Transformierten und gebe auch jeweils die differentielle Form
an.

(c) Die innere Energie U ist eine extensive Größe. Trifft dies auch für die anderen thermody-
namischen Potentiale zu?

2.2 Ideales Gas (10 Punkte)
Ist die Entropie eines Systems als Funktion der extensiven Zustandsgrößen auf Grund einer
mikroskopischen Theorie bekannt, so können mit Hilfe der themodynamischen Fundamental-
beziehung die Zustandsgleichungen explizit angegeben werden. Wir wollen hier nun den umge-
kehrten Weg betrachten:
Für ein ideales Gas seien die beiden Zustandsgleichungen

U =
f

2
NkBT und pV = NkBT

experimentell gegeben, wobei kB die Boltzmann-Konstante und f die Zahl der Freiheitsgrade
pro Molekül bezeichnet (z.B. f = 3 für ein einatomiges Gas).

(a) Zeige, ausgehend von der differentiellen Form der Fundamentalbeziehung dS = 1/T dU +
p/T dV −µ/T dN , dass bei einer adiabatischen Zustandsänderung, d.h. dS = δQ

T
= 0, mit

konstanter Teilchenzahl N gilt:

pV (f+2)/f = const. und V T f/2 = const.



(b) Zeige, dass die Entropie des idealen Gases gegeben ist durch

S(U, V,N) = S0
N

N0

+ NkB

[
f

2
ln

U

U0

+ ln
V

V0

− f + 2

2
ln

N

N0

]
,

wobei S0, U0, V0 und N0 Integrationskonstanten sind.

Hinweis: Integriere die Gleichung ds = 1/T du + p/T dv mit s = S/N , u = U/N und
v = V/N . Wie ergibt sich diese Gleichung aus der thermodynamischen Fundamentalbe-
ziehung?

2.3 Otto-Motor (10 Punkte)
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Zündung

Ein Otto-Verbrennungsmotor wird idealisiert durch den hier gezeigten Kreisprozess beschrie-
ben. Die Füllung des Zylinders mit einem Benzin-Luft-Gemisch erfolgt bei Punkt 3. Als Arbeits-
substanz soll ein ideales Gas angenommen werden.
Berechne den Wirkungsgrad η = ∆W/∆Q41 in Abhängigkeit vom Verdichtungsverhältnis
ϵ = V1/V2.

Hinweis: Verwende die Ergebnisse aus Aufgabe 2.2.


