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H.2.1 Poisson-Verteilung (10 Punkte)

In dieser Aufgabe moéchten wir uns die Poisson-Verteilung anschauen. Wir moéchten diese aus
der Binomialverteilung, welche wir bereits in H.1.1 kennen gelernt haben, herleiten.
Zur Erinnerung: die Binomialverteilung ist gegeben durch

Bl ) = () G- )

a) Als erstes mochten wir zeigen, dass im Grenzfall
p— 0, N—o00 und k:=pN = const. (2)

die Binomialverteilung (1) in die Poission-Verteilung

P(k:k) = 77 e (3)
iibergeht.
i) Zeigen Sie hierfiir zunéchst
ik k Nl.(l_i)...(l_@)
B(k;p,N) = — (1—- — N N 4
tsp ) =3 (1= ) e ()
(2 Punkte)
ii) Zeigen Sie nun mit Hilfe von (4), dass im Grenzfall (2) aus der Binomialverteilung
die Poisson-Verteilung wird. (1 Punkt)

b) Im zweiten Teil dieser Aufgabe méchten wir nun einige Kenngréien der Poisson-Verteilung
bestimmen.

i) Zeigen Sie, dass (3) normiert ist. Ferner berechnen sie den Erwartungswer (k) und
das Schwankungsquadrat (Ak)2. (2 Punkte)
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ii) Machen Sie sich klar, dass dies auch unmittelbar aus den fiir die Binomialverteilung

berechneten Groflen im Grenzfall (2) folgt. (1 Punkt)
iii) Berechnen Sie (k%) und (k*). Hieraus berechnen Sie v(k) := ((&_f)):) und [y =
<((k 515))44>- Hierbei handelt es sich um die Schiefe bzw. die Wélbung einer Wahrschein-

lichkeitsverteilung. Die Schiefe einer Verteilung gibt an, wie asymmetrisch die Ver-
teilung ist. Die Wolbung hingegen gibt an, wie steil die Verteilung ist, d.h. wie ge-

wichtig extreme Ereignisse sind. (83 Punkte)

iv) Bestimmen Sie die charakteristische Funktion der Poisson-Verteilung. Diese ist defi-

niert durch y(m) = (e7""F). (1 Punkt)

H.2.2 Harmonischer Oszillator (5 Punkte)

In dieser Aufgabe wollen wir uns an den harmonischen Oszillator erinnern, der ein einfaches

Beispiel in der Quantenmechanik darstellt. Ein System von solchen Oszillatoren dient wiederum
als einfaches Beispiel fiir die Quantenstatistik.
Der Hamiltonoperator ist gegeben durch

2 mw?

g me
om T 2 "

a) Zeigen Sie, unter Nutzung von [z, p| = ih, dass fiir den (Absteige-)Operator

(5)

"= Vo ®
und a' die Beziehung [a,a] = 1 gilt. (1 Punkt)

b) Zeigen Sie dann
thw(aTcH—;) . (7)

(1 Punkt)

Wir erinnern uns, ohne erneuten Beweis, dass ein Orthononormalsystem {|n)},ecn, von
Eigenfunktionen zu H durch den Eigenwert n des Besetzungszahloperators n = afa indiziert
wird. Diese erfiillen

aln) =+v/nln—1) (8)
a'lny =vn+1n+1) . 9)

c¢) Betrachten wir nun den Zustand [¢) = %(|n> + |n + 1)) fiir ein festes n. Zeigen Sie, dass
fiir den Ortserwartungswert in diesem Zustand

(Y] X(t) [)) = c1 cos(eat) (10)
fiir zwei Konstanten ¢; gilt.! (1 Punkt)

d) Berechnen Sie aufierdem den Erwartungswert (1| X2(¢) |¢) sowie das Schwankungsquadrat
(W (AX (1)) ). (2 Punkte)

'Im Heisenberg-Bild sind die Zusténde zeitunabhingig, dafiir hingen aber die Operatoren von der Zeit ab:
Ist der Hamiltonoperator selbst zeitunabhéingig, so ist die zeitliche Entwicklung eines Operators O(t) durch
o(t) = e /RO gosehen.
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