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H.3.1 Das Mikrokanonische Ensemble (10 Punkte)

Hier mochten wir einige Schritte in der klassischen Berechnung von Q(E) wiederholen. Diese
Grofle gibt die Oberfléiche einer Energieschale im Phasenraum an.

a) Zeigen Sie zunichst, dass fiir die Delta-Distribution

[ r oot =3 yifi”i?n 1)

gilt, wobei z,, eine Nullstelle der Funktion! ¢(z) ist. Die Summe in (1) erstreckt sich also
iiber alle Nullstellen von ¢(z).
(2 Punkte)

b) Betrachten Sie die Hamiltonfunktion H(q,p), wobei ¢ und p zwei 3N-dimensionale Koor-
dinaten des 6 N-dimensionalen Phasenraums sind. Eine Aquienergiefliiche? hierin ist dann
gegeben durch H(q,p) = E fiir eine Konstante E. Entwickeln Sie die Funktion H(q, p)
senkrecht zu ihrer Aquienergiefliiche.

Hinweis: Benutzen Sie die mehrdimensionale Taylorentwicklung. Des Weiteren {iberlegen
Sie sich, warum der Gradient in die Richtung der groBten Anderung einer Funktion zeigt.

(1 Punkt)
¢) Berechnen Sie mit Hilfe der obigen Uberlegungen Q(F) aus
dg dp
QUE) = /hi”NN' §(E—H(g,p)) - (2)

Hinweis: Vergleichen Sie mit den Gleichungen (2.2.4) und (2.2.4’) im Lehrbuch von
Schwabl zur statistischen Mechanik.
(1 Punkt)

'Die Funktion muss hierfiir stetig differenzierbar und die Nullstellen einfach sein.
2Dies ist eine 6N — 1-dimensionale Hyperfliche und wir nutzen eine sprachliche Analogie zur Aquipotentialflsiche
der Elektrodynamik.
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Nun méchten wir anhand des eindimensionalen harmonischen Oszillators unsere Uberlegung
zur Aquienergiefliche illustrieren (es sei N = 1). Betrachten Sie die Hamiltonfunktion

o meY e (3)

d) Bestimmen Sie die Geometrie einer Aquienergiefliiche sowie die Phasenbahn (q(t),p(t))
des harmonischen Oszillators.
(2 Punkte)

e) Konstruieren Sie in jedem Punkt der Phasenbahn eine orthogonale Basis, wobei ein Ba-
sisvektor senkrecht zur Aquienergiefliche H(q, p) = E = konst. stehen soll.
(1 Punkt)

Wir betrachten jetzt den Fall N > 1 und wollen das Volumen innerhalb der Aquienergieflsiche
berechnen, welches in drei Raumdimensionen durch?

QE) = [ 1k O - Hia.p) (@)

gegeben ist. Fiir N klassische, dreidimensionale harmonische Oszillatoren ohne Wechselwirkung
lautet die Hamiltonfunktion

N 12 mw?
) =3 (B4 "1k )

i=1

f) Berechnen Sie Q(E) indem Sie das Integral in 6 N-dimensionalen Kugelkoordinaten schrei-
ben (vgl. Vorlesung bzw. Abschnitt 2.2.2 im Lehrbuch von Schwabl). Bestimmen Sie an-
schlieend Q(E) = 0pQ(E). (8 Punkte)

H.3.2 Stirlingsche Formel (3 Punkte)

Im Rahmen der statistischen Physik ist es oft notwendig, Integrale der Form
b
I(N) :/ NI @y
a

fiir grofle N zu approximieren. Hierfiir kann hiufig die Sattelpunktnidherung verwendet werden:
Sei f(x) eine reelle, analytische Funktion auf dem Intervall [a,b] mit einem globalen Ma-
ximum bei zg € (a,b). Fiir grofe N gilt

~ oV (@0) 2m mit " _ 0* f(x)
T~ < T b= T (6)

a) Leiten Sie mithilfe der Sattelpunktniherung die Stirlingsche Formel her:
N~ V2rNNNe N fir N — o0.

Dabei diirfen Sie die Integraldarstellung der Gammafunktion verwenden:

N'=T(N+1)= /Ooo Ve dx . (7)

3Hierin bezeichnet © die Heaviside-Funktion.
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