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H.4.1 Maxwell-Boltzmann-Verteilung (12 Punkte)

Wir betrachten eine mikrokanonische Gesamtheit mit Energien im Intervall [E, E + A] (mit
kleinem A/FE), Volumen V und N gleichartigen Teilchen. Diese besitzt die mikrokanonische
Zustandssumme Q(F, V, N). Die Wahrscheinlichkeit, dass ein ausgewihltes Teilchen die Energie
€o besitzt, ist gegeben durch

1
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n: E—e<EE<E—eg+A

wobei EX die Energie-Eigenwerte des Restsystems sind, welches aus N — 1 Teilchen besteht und
dessen Zustdnde durch n abgekiirzt sind. Es wird iiber Zustdnde mit der gezeigten Bedingung
summiert.

a) Bestétigen Sie durch kurze Rechnung, dass

Q(E_e(]"/vN_l)
QE. V. )

(2)

w(eo) =
gilt. (1 Punkt)

Es wurde in der Vorlesung gezeigt, dass fiir ein ideales Gas mit Teilchen der Masse m die
mikrokanonische Zustandssumme durch?

(27rmE)3N/2_1 VN 5
NU(EX — 1)1 h3N 3)

Q(E,V,N)=2mm

gegeben ist.
b) Zeigen Sie, dass
3 €0
w(€ep) ~ const. - exp 3% (4)
€

mit € := F/N gilt. Hierzu entwickeln Sie fiir N > 1 und E > ¢, die Funktion f(eg) :=
log[Q2(E —e€p, V, N —1)] um ¢y = 0 bis zur und inklusive der linearen Ordnung. (2 Punkte)

Vgl. Gl. (2.2.17) in F. Schwabl, Statistische Mechanik, 3. Auflage (Springer).
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c) Fiir freie, nicht-relativistische Teilchen der Masse m gilt die Energie-Impuls-Relation €y =

P it p = |p]. Wir setzen im Folgenden W (p) o w(ep(p)) an und schreiben kurz g :=

2m

3/(2¢).

Zeigen Sie, ausgehend von der Normierungsbedingung fR3 W(p) d3p = 1, dass die Wahr-
scheinlichkeit, das Teilchen mit Impulsbetrag p vorzufinden, wie folgt lautet:?

w(p) = dm (5)3/2;72 exp <—B2p;> | (6)

2mm

(2 Punkte)

d) Bestimmen Sie den wahrscheinlichsten Wert pyax sowie die Erwartungswerte p und p? in
Abhingigkeit von b := 3/m. Welche Eigenschaft der Verteilung (6) fithrt zu pmax # p?
(3 Punkte)

e) Plotten Sie die Funktion w(p) fiir alle b € {0.3,0.5,0.7,1.0,2.0}. Fiir b = 0.7 zeichnen Sie
Pmax, D und \% p2 ein. (2 Punk:te)

f) Es gilt die kalorische Zustandsgleichung des idealen Gases € = %k:BT , welche in der Vor-
lesung hergeleitet wird und uns erlaubt, ¢ durch die Temperatur 7' auszudriicken.? In
welcher Grolenordnung liegen die zugehorigen Geschwindkeitswerte fiir die Gasmolekiile
von Luft bei einer Raumtemperatur von 7' = 290K? (2 Punkte)

H.4.2 Spin-1-Paramagnet (10 Punkte)

In dieser Aufgabe mochten wir uns ein System aus Spin—%—Teilchen anschauen. Das System

bestehe aus N Spin—% -Teilchen in einem Magnetfeld H. Hierbei kénnen die Teilchen jeweils in

den zwei Zusténden |1) und |]) auftreten.
Der Hamilton-Operator fiir dieses System ist gegeben durch

N
= _hz&i , mit 63 |1); = [1); und 65 [); = —[1); - (7)

=1

a) Zunéichst mochten wir die Anzahl der Zustédnde mit der Energie F bestimmen. Berechnen

Sie hierzu
N
QE) = > 5 (E +hy m) : (8)
i=1

(01,0 N)E{+L, -1}V

Hinweis: Driicken Sie die Delta-Distribution durch ein Integral aus.

(8 Punkte)
2Sie diirfen folgende Identitiit verwenden:
00 F n+1
/ 2" exp (—axQ) dz = ( nf_l) (5)
0 2a 2

mit T'(k+1/2) = (k—1/2)(k — 3/2)...(3/2)(1/2)/7.
3Es ist iibliche Konvention, 8 = 1/(ksT) zu schreiben, was im vorliegenden Falle dquivalent zu der zuvor
gegebenen Definition ist.
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Erhalten sollten Sie hierbei ein Integral der Form
db s :
~ [ 5o mit f(k) = ikE + N log cos(kh) . 9)
T

b) Berechnen Sie dieses Integral mit Hilfe der Sattelpunktniherung (Laplace-Methode). Ent-
wickeln Sie hierfiir die Funktion f(k) bis zur zweiten Ordnung um ihr Extremum. Ver-
wenden Sie auflerdem e := Nih .

(8 Punkte)

c) Berechnen Sie aus der Anzahl der Zustidnde die Entropie S = kplog Q(FE) des Systems.
Beriicksichtigen Sie nur die am Ende linearen Terme in N.

(2 Punkte)

d) Bestimmen Sie aus der Entropie den Ausdruck fiir die Temperatur T = (9gS)~! des
Systems. Diskutieren Sie das Verhalten der Temperatur, indem Sie ¥ — £ Nh und £ — 0
analysieren.

(2 Punkte)
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