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H.1.1 Wahrscheinlichkeitstheorie (1434+142+142=10) Punkte

In dieser Aufgabe mochten wir die fiir die statistische Physik grundlegenden Begriffe aus der
Wahrscheinlichkeitstheorie wiederholen. Hierbei betrachten wir sowohl eine diskrete Wahrschein-
lichkeitsverteilung, die Binomialverteilung, als auch eine kontinuierliche Wahrscheinlichkeitsver-
teilung, die Gaufverteilung.
Eine Zufallsvariable X ist eine Abbildung, die einem Ereignis e aus der Ereignismenge F einen
Wert = aus einer Menge ) zuordnet

X:FE—Q

e—— T .

(1)
Die Zufallsvariable x kann sowohl eine diskrete als auch eine kontinuierliche Wahrscheinlich-
keitsverteilung besitzen, welche wir W nennen
W:Q—[0,1]
x — w(x) .

(2)

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung muss hierbei normiert sein'

/Qw(m) dr—1. (3)

Der Erwartungswert der Zufallsvariablen X ist definiert als

(X) = /ﬂw(m)x dz . (4)

Des Weiteren sind die n-ten Momente der Wahrscheinlichkeitsverteilung definiert als

= (X ::/Qw(:c)-a:n dz . (5)

Ein MaB fiir die Schwankung der Wahrscheinlichkeitsverteilung um den Erwartungswert ist
gegeben durch das Schwankungsquadrat?

(Az)” = (X = (X))*) = (X?) — (X)*. (6)

'Fiir den Fall einer diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilung muss das Integral durch eine entsprechende Summe
ersetzt werden.

2Machen Sie sich klar, dass die zweite Gleichheit nicht gefordert werden muss, sonders aus der Linearitét des
Erwartungswertes folgt.
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2)

Als erste Wahrscheinlichkeitsverteilung méchten wir uns die diskrete Binomialverteilung
anschauen. Diese gibt an, wie grof§ die Wahrscheinlichkeit ist, bei einer Abfolge von N
unabhéngigen Versuchen, welche nur zwei Ergebnisse “Erfolg” oder “Misserfolg” zulas-
sen, genau k mal “Erfolg” zu erzielen. Hierbei ist die Reihenfolge der Ergebnisse nicht von
Belang. Sei 0 < p < 1 die Wahrscheinlichkeit fiir “Erfolg”, dann lisst sich die Binomial-
verteilung ausdriicken als

B(kip, N) = (N) PF (1= )Nk ()

k
wobei 0 < k < N ist, d.h. Q ={0,1,--- , N}.
i) Zeigen Sie, dass die Binomialverteilung normiert ist.

ii) Berechnen Sie die ersten zwei Momente der Binomialverteilung, d.h. (X) und (X?).

iii) Bestimmen Sie das Schwankungsquadrat.

(1+3+1 Punkte)

FEine der wichtigsten kontinuierlichen Wahrscheinlichkeitsverteilungen ist die Gaufvertei-
lung. Hierbei kann die Zufallsvariable X jede reelle Zahl annehmen, d.h. Q = R. Die
Gaufverteilung wird beschrieben durch

w(zr) = e 22 . (8)

Wir méchten nun einige Momente dieser Verteilung berechnen.

i) Zeigen Sie, dass folgende Identitéit gilt

> 2 T
—azr® Q. — o
e 0
wobei a > 0 gilt.

Hinwers: Betrachte das Integral ffooo ffooo e~a(@+y?) qg dy in Polarkoordinaten.

ii) Berechne mit Hilfe von (9) das Integral
o0 2
Z(J) :/ e I gy (10)
—0o

wobei J eine Hilfsgrofle ist.

iii) Bestimme fiir die Gaufverteilung die Grofen (X), (Az)?, (X*), (X — (X3)).
Hinweis: Man kann diese berechnen, indem man %Z (J )‘ mit den Momenten

der Gaufverteilung in Verbindung bringt.

J=0

(2+1+2 Punkte)
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