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H.5.1 Ensembles harmonischer Oszillatoren (10 Punkte)

In dieser Aufgabe betrachten wir, wie in Aufgabe H.3.3, ein System aus N unterscheidbaren,
quantenmechanischen, harmonischen Oszillatoren, welche ungekoppelt seien und alle die gleiche
Kreisfrequenz ω besitzen. Ziel ist es diesmal, an einem konkreten Beispiel kanonischen und
mikrokanischen Formalismus zu vergleichen.

a) Gegeben sei ein mikrokanonisches Ensemble fester Gesamtenergie E = ~ω(N2 +NΣ), wobei
NΣ ∈ N0. Geben Sie einen exakten, kombinatorischen Ausdruck für Ω(E), d. h. die Anzahl
der Mikrozustände, die zur Gesamtenergie E führen, an. (1 Punkt)

b) Ein ausgewählter Oszillator i0 ∈ {1, ..., N} besitze die Energie Ei0 = ~ω(ni0 + 1
2). Wie

viele der zuvor enumerierten Zustände genügen dieser zusätzlichen Bedingung? Bestim-
men Sie außerdem die Wahrscheinlichkeit pi0(ni0) im Ensemble der Teilaufgabe a) einen
ausgezeichneten Oszillator (i0) mit der Energie Ei0 = ~ω(ni0 + 1

2) vorzufinden. (2 Punkte)

c) Zeigen Sie, dass sich pi0(ni0) für N � 1 und NΣ � ni0 wie folgt approximieren lässt:

pi0(ni0) ≈ N

N +NΣ

(
NΣ

N +NΣ

)ni0

. (1)

Drücken Sie das Ergebnis auch durch den Parameter x := log
(

1 + N
NΣ

)
aus. (2 Punkte)

Wir wollen das vorherige Resultat nun (in leicht abgewandelter Form) über die Rechnung im
kanonischen Ensemble ableiten. Gegeben sei daher nun ein einzelner harmonischer Oszillator
im Kontakt mit einem Wärmebad der Temperatur T (über das wir nichts weiter voraussetzen).

d) Berechnen Sie die kanonische Zustandssumme Z(T ) := Σ∞n=0e
−βEn des Ein-Oszillator-

Systems, wobei β := (kBT )−1 gesetzt wurde. Die Summation erstreckt sich über die
Oszillatorzustände |n〉 mit Energie En. (1 Punkt)

e) Geben Sie die Wahrscheinlichkeit p(n) an, das System im Oszillatorzustand |n〉 zu finden.
(1 Punkt)

f) Zeigen Sie, dass die Normierungseigenschaft Σ∞n=0 p(n) = 1 vorliegt. (1 Punkt)
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g) Welche Beziehung muss zwischen den Parametern x und T gelten, um das Ergebnis aus
Teilaufgabe c) zu reproduzieren? (2 Punkte)

An diesem Beispiel haben wir also gesehen, wie miteinander verträgliche statistische bzw. Wahr-
scheinlichkeitsaussagen für ein kleines Teilsystem prinzipiell sowohl im kanonischen als auch im
mikrokanischen Formalismus getroffen werden können.

H.5.2 Polymer-Modell (9 Punkte)

Wir beschreiben ein Polymer idealisiert durch eine lineare Kette von N Gliedern, welche je
einen knickbaren Abschnitt besitzen. Die mikroskopischen Eigenschaften der Kette seien dabei
wie folgt charakterisiert:

Energie eines Kettengliedes:

{
ε− (ungeknickt)

ε∧ (geknickt)
(2)

Länge eines Kettengliedes:

{
`− (ungeknickt)

`∧ < `− (geknickt)
. (3)

a) Berechnen Sie für festgehaltene Länge L die kanonische Zustandssumme

ZK(T, L,N) =
∑

Zustände n

e−βEn . (4)

Hinweis: Beachten Sie, dass L, N und die Zahl der geknickten Glieder n∧ nicht unabhängig
sind und deshalb nur über Mikrozustände summiert wird, die der entsprechenden Relation
genügen.

(3 Punkte)

b) Die freie Energie ist durch

F (T, L,N) := −kBT logZK (5)

definiert. Begründen Sie durch Betrachtung des Differentials von F , dass die Kraft K, die
auf die Kette wirkt, durch folgenden Ausdruck gegeben ist:

K = −
(
∂F

∂L

)
T,N

. (6)

Hinweis: Vergleichen Sie mit dem allgemeinen Ergebnis dF (T, V,N) = −SK dT − p dV +
µ dN , wobei der letzte Term nur der Vollständigkeit halber aufgeführt wurde. Hier wird
keine lange Rechnung erwartet. Das Vorzeichen ist Konvention.

(3 Punkte)

c) Bestimmen Sie mit dem Ergebnis (6) die Kraft K(T, L,N). Gehen Sie dabei vom Grenz-
fall N,n∧ � 1 aus und schreiben Sie K als Funktion von T , L und N , wobei Sie alle
Koeffizienten durch die mikroskopischen Parameter ausdrücken.
Hinweis: Verwenden Sie die grobe Näherung log x! ≈ x log x für x� 1.

(3 Punkte)
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