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H.12.1 Zustandsdichte und thermodynamische GréBen (8 Punkte)

Die Zustandsdichte ist definiert durch?!

v
vie) = (29;71)3 /dgp §(e—ep) . (1)

Somit gilt fiir eine Funktion f, die nur von der Einteilchenenergie €5 abhéngt
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a) Zeigen Sie, dass fiir das ideale Fermi-Gas gilt
2
3. -2 N 672\ 3 h?
l/[(€) = §N5F2\@ mit Ep = <V;]) % . (3)
Hinweis: Verwenden Sie dabei
1
@)= Y b, "

{ilf (2:)=0,f"(w:)#0}
(2 Punkte)

Fiir die Erwartungswerte der Teilchenzahl und Energie gilt bei allgemeiner Zustandsdichte v(¢)

N = /0 T de v(e)n(e), B = /0 " de v(emn(e)e (5)

wobei
1

ne) = —— (6)
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'Hierin ist g ein zu Spin- oder Drehimpulszustinden gehoriger Entartungsfaktor. Verallgemeinerungen zu
Einteilchenenergien, die nicht nur vom Impuls g abhéngen, sind offensichtlich.
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die Fermi-Verteilungsfunktion ist. Die Fermi-Energie ist gegeben durch die maximale Einteil-
chenenergie der besetzten Zusténde bei T = 0, d.h.

N = /OEF de v(e) . (7)

In der Vorlesung wird gezeigt, dass fiir niedrige Temperaturen naherungsweise
> . i 2 g1 4
| ae @ = [ e s+ T T £ + 0 (7)) (8)

gilt?.

b) Zeigen Sie zunchst mit Hilfe von (8), dass fiir niedrige Temperaturen ndherungsweise

2

T V(e
p—ep = -7 (kpT)? (er)

v(er)

(14+0(71?)) (9)

gilt. (2 Punkte)

c) Zeigen Sie (mit dem Ergebnis aus b)), dass fiir den Erwartungswert der Energie bei nied-
rigen Temperaturen ndherungsweise

2 g
E=FEy+ % (kBT)2 v(erp)+ O (T4) mit Ey= / de v(e)e (10)
0
gilt. (2 Punkte)
d) Zeigen Sie, dass hieraus
2
Cy = % k%T v(erp)+ O (T3> (11)
folgt. (1 Punkt)

e) Fiir homogene Systeme gilt fiir die isotherme Kompressibilitét

vV [(ON
o=z () (12)
N2\ Ou ) py

Verwenden Sie diese Relation, um zu zeigen, dass

K = % v(erp)+ O (Tz) (13)

gilt. (1 Punkt)

Diese Relationen zeigen, dass fiir das Tieftemperaturverhalten thermodynamischer Gréflen nur
der Wert der Zustandsdichte bei der Fermi-Energie mafigeblich ist.

?Beachten Sie, dass es sich hierbei um eine asymptotische Reihe handelt.
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H.12.2 Thermisches Photonengas (10 Punkte)

Wir betrachten ein thermisches Photonengas mit der Energie-Impuls-Beziehung E = |p|c. Die
Zustandsdichte fiir ein solches Gas ist gegeben durch?

a)

VE?

= s 14)

p(E)
Berechnen Sie die groflkanonische Zustandssumme sowie das grofkanonische Potential des
Photonengases. Was gilt dabei fiir u?
Sie sollten folgendes Ergebnis erhalten:

w2k
d=-—__Byrt. 15
45h3¢3 v (15)
Hinweis: [;° dz z*log (1 —e %) = —% (8 Punkte)
Berechnen Sie nun die mittlere Photonenzahl N.
Sie sollten folgendes Ergebnis erhalten:
ksT*
N=0244(—") V. (16)
he
Hinweis: & [ da efil ~ 0,244 (3 Punkte)

Berechnen Sie aus dem groflkanonischen Potential die Entropie S sowie die innere Ener-
gie F. Die Temperaturabhingigkeit der inneren Energie des Photonengases heifit Stefan-
Boltzmann-Gesetz.

Hinweis: Vergleichen Sie die freie Energie mit dem groflkanonischen Potential. (2 Punkte)

Verwenden Sie geeignete thermodynamische Ableitungen, um die thermische Zustandsglei-
chung zu berechnen. Bestimmen Sie hierzu den Druck P, auch Strahlungsdruck genannt,
bei der Temperatur 7. Hingt der Druck vom Volumen V ab? Interpretieren Sie das Er-
gebnis physikalisch. (1 Punkt)

Betrachten Sie nun abschliefend die Adiabatengleichung. Hierzu schauen wir uns Zu-
standsénderungen an, bei denen sich das Volumen ohne Wiarmeaustausch (quasistatisch)
dndert, d. h. dS = 0. Was gilt hierbei fiir die Anderung der Photonenzahl N?

Stellen Sie hiermit die Zusammenhénge T'(V') sowie P(V) fiir die adiabatische Zustands-
anderung her. Eine adiabatische Ausdehnung erfolgte z.B. bei der Expansion des frithen
Universums, seit das Photonengas von der Wechselwirkung mit Materie abgekoppelt war.

Hinweis: Vergleichen Sie (b) und (c). (1 Punkt)

3In der Zustandsdichte wurde bereits ein Faktor 2 fiir den Polarisationsfreiheitsgrad beriicksichtigt.
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