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H11.1 Ensemble quantenmechanischer harmonischer Ozsillatoren (15 points)
Wir betrachten ein System von N unterscheidbaren, wechselwirkungsfreien, quantenmech-
anischen, harmonischen Oszillatoren mit gleicher Winkelfrequenz w. Die Zustande des
Gesamtsystems sind dann gegeben durch Tensorprodukte der Einzelzusténde.
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Wir schreiben abkiirzend
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fiir den Absteigeoperator des iten Teilchens . Fiir a;, N;, H; gelten analoge Definitionen.

Der Hamiltonoperator des Gesamtsystems sei gegeben durch
N
i 1
H= hw (ajaj + 5) : (3)
j=1

Betrachte zuerst den Fall N = 3. Das Ensemble soll aus allen Zustanden der Gesamtenergie
E= %hw bestehen.

(a) Durch wieviele Zusténde lasst sich dieser Wert der Energie realisieren? (1 point)

(b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit p(e) findet man einen ausgewahlten Oszillator mit der
Energie €7 (2 points)

Wir wollen nun die Anzahl der Zustande bei einem festen Wert der Energie E bei einer
groflen Anzahl von Oszillatoren N > 1 bestimmen. Sie sei gegeben durch

O(E) = / dEs (E - E) . (4)

(¢) Gib Q(F) fiir das betrachtete System an. (3 points)



(d) Zeige, dass
dk —ikhw/2 \ N
Q(E) :/ge i (m) (5)

und weiter, dass
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Hinweis: Nutze die Integraldarstellung der & Distribution. (4 points)

(e) Dieses Integral kann mit der Sattelpunktmethode berechnet werden. Zeige, dass Q(E)

durch
E | 1 E |1 E _ 1 E _ 1
~ + shw 4+ chw = —shw 2 — Shw
Q(E):exp{N N hcj log & h: - h: log & hj ]} (7)
gegeben ist. (5 points)
H 11.2 Permutationsoperator (5 points)
Sei der Zustand eines N-Teilchen Systems gegeben durch
1,2, ) =t 1) ® |2) ® - - @ [hw). (8)
Dann definieren wir den Permutationsoperator P, durch
pﬂ'|¢17 ¢27 XX ¢N> = |1/J7r(1)a ,[7Z)7T(2)7 XD ¢Tr(N)>a (9)

wobei 7 die Reihenfolge der Zahlen (},2,...,N) verandert. Jede Permutation 7 kann durch
eine Verkettung von Transpositionen F;; dargestellt werden, wobei eine Transposition durch

Pyl oo iy oty oo ) = o1, oo s bt o o), (10)

beschrieben werden kann. Die Eigenwertgleichung
Pio|W) = a1,| W) (11)
besitzt die Losungen a5 = 1, wie man leicht an dem 2-Teilchen System tiberpriifen kann.

(a) Zeige, dass ]% durch plipszlzpszli beschrieben werden kann und schlieffe daraus,
dass fiir alle ;; entweder a;; = +1 oder «;; = —1 gilt. D.h. es gilt fiir Eigenzustande
|U) des Permutationsoperators entweder

A

Pr®) =) oder  Pr|W¥) = (=1)"|W), (12)
wobei |r| die Anzahl an Vertauschungen ist. (2,5 points)

(b) Bilde den total symmetrischen und total antisymmetrischen Zustand fiir ein 3-Teilchen
System. (2,5 points)



