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—~ANWESENHEITSAUFGABEN—

A 4.1 Periodisches Potential

Von grofler Bedeutung z.B. in der Festkorperphysik sind periodische Potentiale. Sie sind
eine gute Nahrung fiir Atomgitter und man kann das Verhalten der Elektronen auf solchen
Gittern studieren. Das Potential eines eindimensionalen Gitters soll

Vie+d) =V(z), (1)

mit —0o < x < oo und dem Gitterabstand d € R, erfiillen. Wir fiihren einen Operator
F(d) ein, welcher wie eine diskrete Translation auf eine Wellenfunktion v (z) wirkt:

~

F(d)p(z) = ¢(o +d). )
Des Weiteren soll F/(d) die Norm von ¢ (z) invariant lassen.
(a) Zeige, dass F(d) unitér ist.
(b) Wie wirkt der Operator Ff(z)X F/(d) auf ¢(z)?

(c) Zeige, dass [F(d), V(X)] = 0 und somit [F(d), H] = 0. Was gilt damit fiir die Eigen-

~

zustande von H?

(d) Bestimme die Eigenwerte von F(d) und zeige, dass aus Eigenfunktionen ¢(z) von F(z)
Funktionen u(z) gebildet werden konnen, fiir die gilt

u(z —d) = u(x). (3)
Man nennt u(x) Bloch-Wellenfunktionen.

Sei als konkretes Beispiel das Potential

Viz) = 0, O<x<a’ ()
Vo, a<z<d

mit V(z +d) = V(z), Vo > 0 und a, d € R, gegeben. Wir betrachten in den folgenden
Aufgabenteilen nur gebundene Zustande, d.h. E < Vj.



(f) Benutze die Stetigkeitsbedingungen fiir die Wellenfunktionen um zu zeigen, dass

cos(Kd) = cosh(b) cos(aa) + (%) 2sinh(4b) sin(aa), (5)

mit o = \/2mE/h2, 8 = \/2m(Vy — E)/h? und b = d — a gilt. Was folgt aus (5) fiir
die Energien von gebunden Zustéanden?
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H 6.1 Beispiel fiir Symmetrien in der Quantenmechanik (6 points)
Es sei der zweidimensionale Hamiltonoperator
N R: [ 0* 02 ~ 0, Jz|,|lyl <=
H=—— 1% it V =< ’ 6
Im (thz o 2) +V(z,y) mi (2, y) {oo, sonst (6)

gegeben. Die Eigenwerte von H sei die Energie F.

(a) Zeige, dass die zweidimensionale Schréodingergleichung mit dem Hamiltonoperator aus
(6) auf zwei eindimensionale Schrodingergleichungen fithrt. Benutze dazu den Sepera-
tionsansatz W(x,y) = ¥ (x)io(y) fir die Wellenfunktion. Hinweis: Teile die Energie
E in zwei Teile E = Ey + Ey auf. Ey und Es sind dann jeweils die Eigenwerte der
eindimensionalen Hamiltonoperatoren. (1 point)

(b) Zeige, dass die Eigenfunktionen ¥™"(x,y) des Hamiltonoperators in (6) sich aus den

Funktionen
G (z) = {cos (kiz/2), fiir m >0 k; = ungerade (7)
‘ sin (k;z/2), fir m <0 k; = gerade
fir |z| > 7 mit |m|, k; € N und ¢"(2) = 0, fiir |2|] > 7 zusammensetzen, d.h.
vt (2, y) = 1t (@) vy (y)- (1 point)

(c) Bestimme die Energieeigenwerte zu den Eigenfunktionen ¥™"*(x,y) in Abhéngigkeit
von k; und ko. Beobachte, dass in manchen Féllen ein Energiewert E durch ver-
schiedene Kombinationen von k; und ks erreicht werden kann. Man nennt dieses
Phénomen ”Entartung“ und es ist ein Hinweis auf eine Symmetrie der Theorie. (1 point)

(d) Fihren wir zwei Matrizen

[)::(2 'Bl) und R = (’al g) (8)

ein, welche auf auf den Vektorraum der Koordinaten (z,y) € R? wirken. Was haben
die Matrizen fiir einen geometrischen Effekt auf einen Ortsvektor in R?? Man sagt,
dass die Matrizen R, D die Symmetrietransormationen eines Quadrats generieren, d.h.
alle Symmetrietransformationen des Quadrats lassen sich als Produkt von D und R
schreiben. Es lasst sich zu den Matrizen Operatoren D R assoziieren, welche auf den

Raum der Wellenfunktionen wie folgt wirken (1 point)
D:ixy—a'yy = Dip(z.y) =9 y) (9)
R:zy—2,y = Ri(x,y) =9(2,9). (10)



(e) Zeige, dass [I:I , ﬁ} = 0 und [f[ ,]%] = 0 gilt. Was bedeutet das Verschwinden der

Kommutatoren fiir die Eigenriume von D und R? (1 point)
(f) Finde die Eigenfunktionen zu R und D und deren Eigenwerte. (1 point)
H 6.2 Resonanzen (10 points)
Sei ein Potential
- Vo, fir —L/2<x<L/2
Viz) = { o, fiir —Lf2<z<l/ (11)
0, sonst
gegeben. Das Potential lasst sich in drei Bereiche aufteilen:
I: x<—-LJ2,
II: —-L/2<x<L/2,
Ml: L/2<a.

Wir wollen in der folgenden Aufgabe eine von links (also aus dem Bereich I) einfallende
Welle betrachten, welches am Potential gestreut wird.

(a) Zeige, dass die Losungen fiir die zeitunabhéngige Schrodingergleichung durch

di(e) = e fa_emho,
Yn(z) = Bre™ + [

ikox

?/JIH(Z‘) = 7+€

mit k= 22E und k3 = 22(E + Vj) gegeben sind. Was ldsst sich iiber die Normier-
barkeit der dieser Losungen sagen? (1 point)

(b) Welche Beziehungen lassen sich aus den Stetigkeitsbedingungen zwischen den Koef-
fizienten ay, a_, vy der Losungen in den Gebieten I und IIT ableiten? (1,5 points)

(¢) Zeige, dass fiir den Strom j := 5 ( *8%@0 — wa%w*) in den Gebieten I und III folgen-

2mi
des gilt: (2 points)
hk
I : einlaufende Welle:  j;,, = —O|a+|2,
m
hk
I: reflektierte Welle:  jp = ———|a_|?%,
m
cLe . hko 2
I1]: transmittierte Welle: jr = — |74 %
m
(d) Zeige, dass fiir den Transmissionskoeffizienten 7" := |jr/jein| und den Reflexionskoef-
fizienten R := |jg/jein]
R+T=1 (12)
gilt. (1 point)



(e) Welchen Maximalwert kann 7" annehmen? Zeige, dass dies bei den Energien

h2r?

- 2m L2

2m LV

Er h2m2

n?—V,, neN,n>

(13)

geschieht. (1,5 points)

Die Streuzustdnde mit diesen Energien (Eg) werden als Resonanzen bezeichnet. Thr
Auftreten kann damit erkldrt werden, dass die bei x = L/2 und = —L/2 reflektierten
Wellen sich destruktiv iiberlagern (R = 0. Somit wird die einlaufende Welle vollstindig
transmittiert.

(f)* Entwickle nun den Koeffizienten o /v, in einer Taylorreihe bis zur ersten Ordnung
um F = Er um zu zeigen, dass

Lt gkl — (_1)"{1 — z’z(E — ER)+ ..}, (14)
T+ r
wobei [' == % [(k—ko + %0) %] . die Breite der Resonanz bezeichnet. (1,5 points)

(g)* Folgere schliesslich daraus, dass der Transmissionskoeffizient in der Néhe der Reso-

nanz die Breit-Wigner Form hat: (1,5 points)
(5)°

T~ 2 15
(E— Egp)*+ 3 (5)
H 6.3 Hermitesche Operatoren (4 points)
Ein Operator A heifit hermitesch, genau dann wenn fiir das Skalarprodukt zweier Vektoren

o, ¢ X X
(0, Ap) = (A9, ) (16)

gilt.

(a) Zeige, dass die Eigenwerte von hermiteschen Operatoren reell sind. (1 point)

(b) Zeige, dass Eigenfunktionen hermitescher Operatoren zu verschieden Eigenwerten or-
thogonal sind. (1,5 points)

(c) Zeige mithilfe der Vollstandigkeitsrelation fir die Eigenfunktionen

D (@ () = 6(z — 2'), (17)

dass ein allgemeiner Zustand ¢ (x) durch orthonormale Eigenfunktionen v, (x) aufges-
pannt werden kann

() = 3 cathala), (18)

wobei ¢, € C. (1,5 points)



