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—ANWESENHEITSUBUNGEN—

A 1.1 Reminder: Wahrscheinlichkeitstheorie
Wir beginnen mit einem Reminder zum Thema Wahrscheinlichkeitstheorie. Dabei sollen
die grundlegenden, fiir die statistische Physik wichtigen Begriffe wiederholt werden.

(a)

Unter der FEreignismenge E eines Zufallsexperiments versteht man die Menge aller
moglichen Ergebnisse eines Zufallsexperiments. Eine Zufallsvariable ist dann eine Ab-
bildung X : £ — €, wobei {2 eine Menge ist. Gib eine mogliche Zufallsvariable fiir das
Zufallsexperiments des zweifachen Wiirfelns an.

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung Px der Zufallsvariable X ist eine Abbildung
Px : Qx — [0,1] C R, fiir die die Normierungseigenschaft

> Px(a(e) =1

eeE

erfiillt ist und die die Wahrscheinlichkeit angibt, dass die Zufallsvariable X einen
bestimmten Wert annimmt. Berechne die Wahrscheinlichkeitsverteilung der in (a)
definierten Zufallsvariable und priife ihre Normierung.

Bei unbegrenzter Wiederholung eines Zufallsexperiments ist der Mittelwert der Zu-
fallsvariablen X durch den Erwartungswert

(X) =) ale) - Px(a(e))

ecE

gegeben. Berechne den Erwartungswert der in (a) definierten Zufallsvariable.

Das Schwankungsquadrat einer Zufallsvariable ist definiert als
(AX)” = (X — (X))

und beschreibt das Quadrat der mittleren Abweichung einer Zufallsvariable von ihrem
Erwartungswert. Zeige, dass

(AX)? = (X?) — (X)’

gilt.



(e) Um die (Un-)Abhéngigkeit zweier Zufallsvariablen X; und X zu beschreiben, definiert
man den Korrelationskoeffizienten

Ky = ((Xi — (X)) (X5 — (X3))) -

Dabei gelten die beiden Zufallsvariablen als unabhéngig (unkorreliert) wenn der Kor-
relationskoeffizient verschwindet. Betrachte dazu die folgenden Zufallsexperimente

e Ein Wiirfel wird zwei mal geworfen. Die Ergebnismenge ist £ = {(1,1),(1,2),...,(6,6)}
und wir definieren zwei Zufallsvariablen X7 : (a,b) — a und X3 : (a,b) — b.

e Ein Physiker schiefit zwei mal auf eine Torwand. Die Wahrscheinlichkeit eines
Treffers beim ersten Schuss ist 50%. Trifft der Physiker beim ersten Schuss, so ist
die Wahrscheinlichkeit eines Treffers beim zweiten Schuss wieder 50%. Andernfalls
wird der Physiker allerdings nervis und die Wahrscheinlichkeit eines Treffers beim
zweiten Schuss sinkt auf 25%. Wir definieren wieder zwei Zufallsvariablen: X? ist
1 im Falle eines Treffers beim ersten Schuss und 0 sonst; X3 ist 1 im Falle eines
Treffers beim zweiten Schuss und 0 sonst.

Berechne die Korrelationsfunktionen von X}, X1 sowie von X%, X2.

(f) Bis jetzt haben wir einfach ausgefiihrte Zufallsexperimente betrachtet. Fithrt man ein
Zufallsexperiment mehrfach durch, so kann man nach der Wahrscheinlichkeit fragen,
dass eine Zufallsvariable X die Werte x; mit Wahrscheinlichkeit Px(z;) = p; bei k;
von N durchfithrungen annimmt (dabei ist ¢ = 1,...,n und ) . k; = N). Diese
Wahrscheinlichkeit ist durch die Multinomialverteilung

i P ph L ph fall k=N
P({pi},{ki}) = {Sl!kzl...kn! Py Py - Pns alls >, ki = N,

sonst

gegeben. Als Spezialfall der Multinomialverteilung ergibt sich fiir Bernoulli- Prozesse,
das heifit Experimente mit genau zwei mogliche Ergebnissen, die Binomialverteilung

B(p, k) = (JZ) P —p)NE

B(p, k) beschreibt die Wahrscheinlichkeit, dass die Zufallsvariable X den Wert x in
k von N Fallen annimmt und p ist die Wahrscheinlichkeit, dass X den Wert x bei
einfachem ausfithren des Zufallsexperiments annimmt.

Berechne Erwartungswert und Schwankungsquadrat der Zufallsvariable k£ mit der Wahrschein-
lichkeitsverteilung B(p, k).
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Tipp: (a+b)" =>4, (k) a*b"

A 1.2 Reminder: Quantenmechanik

Nun ein Reminder zum Thema Quantenmechanik. Dabei sollen auch hier die grundlegen-
den Begriffe wiederholt werden die im Rahmen der Quantenstatistik wichtig werden.

Die klassischen Observablen wie z.B. Ort z und Impuls p werden in der Quantenmechanik
durch hermitesche Operatoren ersetzt die auf die Zustande des Hilbertraums wirken. Wenn
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ein System sich im Zustand |V) befindet, ist der Erwartungswert der Observablen O bei
einer Messung durch (V|O|V¥) gegeben. Durch Projektion des Zustands |¥) auf Eigenvek-
toren eines Operators O, kann die (komplexe) Wellenfunktion ¥(o) = (O|¥), definiert wer-
den, deren Betragsquadrat die Wahrscheinlichkeitsdichte P(o) = |¥(0)|* fiir die Messung
der Observablen O ergibt. Aus der Normierung der Zustande des Hilbertraumes folgt dabei
sofort die Normierungseigenschaft der Wahrscheinlichkeitsdichte. Die zeitliche Entwicklung
eines Zustands wird durch die Schridingergleichung ih; |¥) = H |¥) beschrieben. Dabei
ist der Hamiltonoperator H der Operator mit dem die Energie eines Zustandes gemessen
wird.

(a) Zeige, dass fiir den Erwartungswert des Ortsoperators, (X) = [2U*(z)¥(x)dx gilt.
Dies ist die kontinuierliche Form des Erwartungswertes wie wir ihn in Aufgabe A 1.1
definiert haben.

(b) Bei einer Messung der Observablen O wird der quantenmechanische Zustand |¥) auf
einen Eigenzustand des Operators O abgebildet (Kollaps der Wellenfunktion). Als
Konsequenz ist es beispielsweise unmoglich Ort und Impuls eines Teilchens gleichzeitig
beliebig genau zu messen. Falls zwei Operatoren jedoch kommutieren, ist es moglich
eine gemeinsame Kigenbasis dieser Operatoren zu finden. Quantenmechanisch bedeutet
dies, dass die Messungen der beiden dazugehorigen Observablen sich nicht beeinflussen.
Zeige, fiir zwei nicht kommutierende Operatoren A und B, dass folgende Unschéarferelation
erfiillt ist

((AB) — (BA)) < AA-AB.

| —

Dabei ist AA die Wurzel des Schwankungsquadrats der Observablen (Zufallsvariablen)
A.

Betrachte als Beispiel fiir ein quantenmechanisches System den harmonischen Oszillator.
Der Hamiltonoperator ist gegeben durch

wobei m die Masse des Oszillators und w die Oszillationsfrequenz beschreibt.

(c) In diesem Kontext erweist es sich als praktisch zwei neue Operatoren a und a' geméif

mw\ 1/2 ) 1 1/2
“= (%) X+l<2mwh) i

1/2
= @)1/2)( —j 1 P
@ = ( 2h ' 2mwh

zu definieren. Zeige, ausgehend von der kanonischen Kommutatorrelation, [ X, P| = ih,
dass [a, aT] =1 gilt und driicke den Hamiltonoperator durch a und a' aus.

(d) Definiere nun den Operator N = a'a und die dazugehorigen (normierten) Eigen-
zustdnde N |n) = n |n). Zeige, dass

aln) =+/nln—1),
a'ln) =Vn+1|n+1)

gilt.



(e) Betrachte nun einen Zustand! |¥) = \/LE (In) 4+ |n+ 1)). Zeige, dass

(WX (#)]¥) o cos(f1),

mit einer Konstante f gilt. In dynamischen Systemen kann der Erwartungswert einer
Observablen, bzw. Zufallsvariablen also zeitabhéngig sein.

(f) Berechne auBerdem den Erwartungswert (X?2(¢)) und das Schwankungsquadrat (AX (¢))°.

~HAUSUBUNGEN—

H 1.1 Spinsystem 5 Punkte
Betrachte ein System aus N wechselwirkungsfreien Teilchen die jeweils mit gleicher Wahrschein-
lichkeit im Zustand |T) oder im Zustand |]) sein konnen.

(a) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit genau & Teilchen im Zustand |T) zu finden?

(b) Die Magnetisierung M sei durch M = 2k — N definiert. Berechne die mittlere Mag-
netisierung und ihr Schwankungsquadrat.

H 1.2 Binomial- und Poissonverteilung 5 Punkte
Zeige, dass fir N — oo, p — 0, wobei u = Np konstant gehalten wird, die Binomi-
alverteilung B(k,p) in die Poissonverteilung ibergeht:

1k
: Y
A}llnoo B(k,p) = e
p—0
Np=const.
Tipp: lim, (1 — p)_% =e
H 1.3 Betrunkene Physiker 10 Punkte

Nach der Physikerparty? im Wintersemester 2012/2013 verlassen zwei betrunkene Studen-
ten das Carpe Noctem. Sie starten beide am Ausgang und fiir beide ist die Wahrschein-
lichkeit einen Schritt nach links zu machen genauso grofl wie die, einen Schritt nach rechts
zu machen. Ihre (gleich groBien) Schritte machen sie immer gleichzeitig.

(a) Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sie sich nach N Schritten & mal au-

seinander und [ mal aufeinander zubewegt haben?

(b) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sie sich nach N Schritten wieder tref-
fen?

'Im Heisenberg-Bild sind die Zustinde zeitunabhingig, dafiir hingen die Operatoren von der Zeit ab:
Ist der Hamiltonoperator selbst zeitunabhéngig, so ist die zeitliche Entwicklung eines Operators O(t) durch
O(t) = e 1Ht/h O et/ gegeben.
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