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—~ANWESENHEITSUBUNGEN—

A 12.1 Phononen in Festkorpern
Als Modell fiir einen (eindimensionalen) Festkérper betrachten wir zunéchst eine Kette aus
N Teilchen der Masse m, die durch Federn mit der Federkonstante f mit den néachsten

Nachbarn gekoppelt sind. Die Positionen der Teilchen werden mit X, bezeichnet, ihre

Gleichgewichtslagen mit z%. Die Gitterkonstante ist a = 22, — 2. Die Hamiltonfunktion

dieses Systems ist dann gegeben durch

N
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wobei u,, = z,, — 2% und W, die potentielle Energie der Kette in der Gleichgewichtslage ist.
Wir fordern nun periodische Randbedingungen

Up = Un4+N Up = Un4+N

und fithren eine kanonische Transformation auf Normalkoordinaten Q),P gemaf
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durch. Die Hamiltonfunktion lasst sich dann als Summe tiber die N verschiedenen Moden
k der Normalkoordinaten schreiben

1
H=W,+ 3 > (Pkp—k + WszQ—k) ;
k

21/isin@|
m 2
\/f ist.

gegeben ist. Beachte, dass die maximale Kreisfrequenz wy max = 2 pon
Fasst man nun die Variablen ), und P, als zueinander konjugierte quantenmechanische
Operatoren auf, die die kanonischen Vertauschungsrelationen

Q. Pir) = 1hdgp [Qk, Q] = [Py, Pv] =0

wobei die Kreisfrequenz durch

W =




erfiillen, so kann man die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren aL und a;, einfiihren,

die durch
Qk:\/%(akjtaik), Pk:—i %(a_k—ai)

definiert sind und die Vertauschungsrelationen
{ak,au = Opw , lag, ar’] = [CLL,CLH =0

erfiillen. Damit wird der Hamiltonoperator zu

H:W()—FZhwk <ﬁk+%> ,
k
mit dem Besetzungszahloperator 7 = a,tak.
In dieser Form kann man den Hamiltonoperator sofort auf 3 Dimensionen verallgemeinern.
In einem dreidimensionalen Kristall mit einem Atom pro Einheitszelle (Bravais-Kristall)
gibt es zu jeder Wellenzahl 3 Gitterschwingungen: eine longitudinale (1) und zwei transver-
sale (t1, t2), insgesamt hat das Gitter also 3N Schwingungsfreiheitsgrade. Wir kennzeichnen
die Schwingungszustande durch die Wellenzahl und die Polarisation A\. Der Hamiltonope-
rator ist dann

. 1
H = W(] + Z hwk,)\ (nm + 5) . (1)
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(a) Berechne die kanonische Zustandssumme Z = Spe ?# (mit dem Hamiltonoperator
(1)) und daraus die freie Energie F' und die innere Energie E.

(b) Betrachte die Zustandssumme

1
gWw) =2 0 (w—wpn),
3N X
mit der Normierung [;° dw g(w) = 1. Schreibe die Summe tiber k als Integration und
werte den so erhaltenen Ausdruck unter der Annahme aus, dass man fiir die Frequenzen
der longitudinalen beziehungsweise transversalen Schwingungen

w1 = ak, Wiy = Cik

ansetzen kann, wobei ¢ die longitudinalen bzw. transversalen Schallgeschwindigkeiten
sind. Diese Vorraussetzung gilt bei kleinen Temperaturen, wenn nur Moden mit kleinen
Phononenfrequenzen angeregt sind.

(¢) Driicke den in (a) gefundenen Ausdruck fiir die innere Energie E durch eine Frequenzin-
tegration tiber die Zustandssumme g(w) aus. Wie kann man F fiir tiefe Temperaturen

und fur 7' > hw/k ndhern? Was ergibt sich daraus jeweils fiir Cy 7

(d) Werte die innere Energie mit der Debyeschen Néherung



aus. Dabel ist
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Leite auch den daraus folgenden Ausdruck fiir C'yy ab und untersuche dessen Grenzfall
fiir sehr grofle bzw. sehr kleine Temperaturen.

~HAUSUBUNGEN—

H 12.1 Schwankungsquadrate und Quantenstatistik 5 Punkte
Wir betrachten ein ideales Quantengas bei der Temperatur 7. Die Teilchenzahl im Quan-
tenzustand p werde mit n, bezeichnet, die Energie in diesem Zustand mit €,. Berechne das
Schwankungsquadrat (An,)? fir die Bose-Einstein- und die Fermi-Dirac-Statistik.

H 12.2 Entropie und Energie eines idealen Quantengases (5+5=10) Punkte

(a) Zeige, dass die Entropie eines idealen Bose- (Fermi-) Gases als
S = k'3 (= (ny) log (my) & (1 £ (n,)) log (1 & (n — P)))
p

dargestellt werden kann, wobei das obere (untere) Vorzeichen fiir den bosonischen
(fermionischen) Fall gilt.

(b) Benutze die Definition der inneren Energie im Groflkanonischen Ensemble um zu zei-
gen, dass fiir die innere Energie eines idealen Bose- (Fermi-) Gases

E =3 nl(e)e

gilt. Betrachte den Kontinuumslimes und zeige
gvm3/2
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Der Vergleich mit der in der Vorlesung berechneten Form von & ergibt dann die Zu-
standsgleichung eines idealen Quantengases

2
PV =ZE.
3

H 12.3 Thermodynamische Grofien im klassischen Grenzfall 5 Punkte
Berechne Cy, C,, k7 und o fiir ideale Bose- und Fermigase im Grenzfall starker Verdiinnung
bis zur Ordnung A3.



