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5.1 BCS-Variationsmethode

In der Vorlesung wurden der BCS-Hamiltonoperator

H = Z €kNko T Z AkkfclT(TcT_klc,kflck/T (1)
ko kk’
_ 0
€k = €M

und der BCS-Grundzustand

Wpes) = [+ vecrrei))|FS) (2)
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juc” + Jon? =1 (3)
eingefiihrt, wobei
)\kk/ = -V falls |€k| und ’€k’| S hwd
Ak = 0 sonst

und Awy die Debey-Frequenz ist.
Wir benutzen in dieser Aufgabe eine dquivalente Darstellung des BCS-Grundzustandes
in der Paare aus dem Vakuum erzeugt, statt im Fermisee vernichtet werden:

Wpes) = H(UkjLUkClT(TCT—kl)‘m
Kk

Wir mochten nun mit Hilfe der Variationsmethode die Grundgleichungen der BCS-
Theorie herleiten.Dazu minimieren wir den Erwartungswert des Hamiltonoperators
beziiglich |V pcg), indem wir uy, und vy variieren, dass heifit:

6(Wpcs|H|[¥pes) = 0

a) Zeigen Sie hierzu zunéchst, dass fiir den Erwartungswert des Hamiltonoperators
in Bezug auf den BCS-Grundzustand gilt (wir nehmen wuy, und vy als reell an):

(Vpes|H|Wpes) = 2 Z ex|v]* + Z Ak Uk Vi Ui Vie! (4)
K KK/



Hinweis: Ordnen Sie dafiir das Produkt nach Faktoren jeweils gleicher Indizes.

b) Wir setzen nun wuy und vy als

ux = sin(6y)

vk = cos(O)

an, um Nebenbedingung (3) zu erfiillen. Zeigen Sie, dass sich Gleichung (4) dann
folgendermaflen umformulieren 1aft:

(Vpes|H|Wpes) = Z ex(1 4 cos(26k)) + i Z Masin(26 )sin(26,)  (5)

k kk’

c) Minimieren Sie nun den Erwartungswert, indem Sie

0 !
900 —(Ypes|H|¥pes) = 0

setzen, und zeigen Sie, dass dann folgt:

Zk’ )\kk/ Sin(29k/ )

tan(20x) = e, (6)
d) Wir definieren jetzt
1 .
Ak = —Z)\kk/uk/vk/ = — 52)\1(1(/8111(2(91{/) (7)
K’ K/
B = (Af+e) (8)
Zeigen Sie, dass damit aus (6) folgt:
A
tan(20y) = —— 9)
€k
A
2upvx = sin(26k) = E—k (10)
k
v —ui = cos(20y) = —;—k (11)
K

Anmerkung: Die Namensgebung dieser Groflen ist natiirlich nicht zufallig. Es handelt
sich bei Fy um die Anregungsenergie eines Quasiteilchens mit Ibetrachtenmpuls k.
Ay wird sich als impulsunabhéngig herausstellen und beschreibt die minimale Anre-
gungsenergie eines Quasiteilchens.

e) Setzen Sie nun Gleichung (10) in (7) ein und zeigen Sie, dass Sie hieraus folgende
Selbstkonsistenz-Gleichung fiir Ay erhalten:

= ——Z A2 — A (12)

+ ek,)



f) Machen Sie sich nun an (12) unter Ausnutzung der Definition von Ay klar, dass
Ay in diesem Modell k-unabhéngig ist, also dass:

Ak = A fur |Ek‘ < ﬁwd
Ak = 0 fur |€k| > hwd

Schreiben Sie nun, unter Annahme eines konstanten A, Gleichung (12) in einfachster
Form auf.

g) Zeigen Sie nun unter Ausnutzung von (11) und (3), dass
1 €
2 k
— — ]_ _—
Uk 9 ( Ek)
1 €
2 k
— — ]_ e —
U 5 (1+ P )

Tragen Sie vZ gegen ¢ auf und interpretieren Sie das Ergebnis.

5.2 Temperaturabhangige BCS-Gleichung

Wir untersuchen nun die BCS-Gleichung

fwa tanh(YELA%)

1 = VN(0) / e (13)

aus der Vorlesung.

a) Wir mochten zunédchst den Limes 77 — 0 betrachten. Zeigen Sie, dass Gle-
ichung (13) dann Gleichung (12) in einfachster Form (aus Aufgabe 4.1 f)) entspricht.
Nehmen Sie dafiir eine Konstante Zustandsdichte N(0) an, um die Summation iiber
k’ in Gleichung (12) in ein Integral umzuschreiben.

Zeigen Sie dann im Limes schwacher Kopplung N(0)V << 1, dass Sie fiir 7" — 0 aus
(13) folgende Gleichung fiir die minimale Anregungsenergie erhalten:

A~ 2hwgexp (-W) (14)

b) Setzen Sie nun A = 0 (Ubergangspunkt) und l6sen Sie Gleichung (13) nach der
Temperatur auf, um die kritische Temperatur 7T, zu bestimmen. Zeigen Sie, dass:

1
T. =~ 1.14 hwgexp (_N(O)V)

Benutzen Sie dazu, dass

/ywd:c = In(24y)

i

wobei A = 2¢”/m &~ 1.14 und v die Eulerkonstante ist.



