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Quickies

1.

Wie lautet die elektrische Feldenergie? Welches Problem tritt hierbei auf und wodurch wird
es gelost?

. Was ist ein Separationsansatz? Formuliere ihn in kartesischen Koordinaten, Kugel- und

Zylinderkoordinaten.

Wie 1aft sich mit Hilfe der Greensfunktion die Losung der Poisson-Gleichung bestimmen?
Wie eindeutig ist die Losung? Welche Randbedingungen kann es geben?

Wie lauten die Orthonormalitits- und Vollstdndigkeitsrelation eines vollstdndigen Funk-
tionensystems u, (x)? Wie 14kt sich dann eine beliebige Funktion f(x) entwickeln?

. Wie lafst sich die Greensfunktion zur Laplace-Gleichung in d = 3 mittels der Legendre-

Polynome darstellen? Wie lafst sich daher das Potential einer azimutalsymmetrischen La-
dungsverteilung entwickeln?

Anwesenheitsaufgaben

1.

Drehimpuls und Kugelfldchenfunktionen - Teil I

a) Die Drehimpulse L; sollen per Poissonklammer {L;, f(Z)} auf Funktionen wirken. Zei-
ge, dass {L;, f(Z)} = (£ AV); f(Z) und berechne L sowie & A V in Kugelkoordinaten.
Zeige damit, dass Y}, Eigenfunktion von L, mit Eigenwert im ist:

b) Zeige: (7 A V)? ist der Winkelanteil des Laplaceoperators, multipliziert mit 2, d.h.
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c) Folgere aus dem Separationsansatz ® (&) ~ @Y}m(ﬁ, ¢) aus Aufgabenblatt 4, H.2,
dass Y}, Eigenfunktionen von “L?” mit Eigenwert —I(I + 1) ist, genauer:
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Warum sind die Kugelflaichenfunktionen Y, daher auch Eigenfunktionen des Laplace-
operators? Was ist ihr Eigenwert? Weiterhin wird in den Hausaufgaben gezeigt, dass
fir L+ := L, +iL, folgende Relationen gelten: {L4,Y; 11} = 0 und {L+,Y;,} ~
Y} m+1. Daher nennt man die L4 auch Leiteroperatoren.



Hausaufgaben (34 (42) Punkte)

1. Definition und Eigenschaften der Kugelflichenfunktionen (12 Punkte)

a) Zeige, dass die Funktion P(z) = (1 — 22)2 H(z) die verallgemeinerte Legendreglei-
chung erfiillt, wenn die Funktion H(z) folgende Differentialgleichung 16st:

(1 — 2% H" (@) — 22(m + D H'(2) + (1 + 1) —m(m + 1) H(z) =0.  (4)

Die beiden linear unabhéngigen Losungen der verallgemeinerten Legendregleichung
sind i.a. fiir z — +1 divergent, und nur fir [ € N und |m| < I(m € Z) bleibt eine
davon endlich. Diese Losung heisst assoziierte Legendrefunktion P™(x). (3 Punkte)

b) Zeige mit (4), dass die verallgemeinerte Legendregleichung gelost wird durch

Pa) = (1)1~ 2% T (). )
(3 Punkte)
¢) Wie verdndert m — —m die verallgemeinerte Legendregleichung? Definiere daher
—-m _ m (l B m)' m
Pa) = (<) e P ). ()

d) Damit definiert man die Kugelflachenfunktionen als

Gib Yy, 1 < 2, explizit an. Zeige fiir die Konjugation: Y;* = (=1)"Y] _,. (2 Punkte)
e) Zeige das Verhalten unter der Paritét:

Yim(m = 0,7+ ¢) = (=1)'Yim(0,6), dh. Yip(=€) = (=1)Vim(&).  (8)

(1 Punkt)
f) Zeige, dass die allgemeine Losung von Af = 0 in Kugelkoordinaten lautet:
[%S) l
F,0,0) =Y D (Apr! + Bunr ™) Yim (0, ¢). (9)
=0 m=-1
(2 Punkte)
2. Technisches zu den Kugelflichenfunktionen (10 Punkte)

a) Beweise folgende geschlossene Formel fiir die assoziierten Legendrefunktionen:

m (_1)m m dl+m
PM(z) = o] (1—a?)= W(CUQ -1 (10)
(3 Punkte)
b) Zeige die Orthogonalitét der assoziierten Legendrefunktionen bzgl. I:
L 2 (I+m)!
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(3 Punkte)



c) Zeige, dass die Y, ein Orthonormalsystem von L?(S?) bilden:
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(1 Punkt)

d) Die Y},,(0, ¢) sind sogar vollstandig in L?(S5?), denn die Yj,,,1 < n mit n € IN beliebig,

entstehen durch Orthogonalisierung aus den linear unabhéngigen homogenen Polyno-

men £99°4¢, a+b+c < n, (& = %). Rechne dies durch Anwenden des Gram/Schmidt-

Verfahrens auf {1, + ig, 2, 22 (a: +i9)2, (2 & i9)?} nach. Warum sind es nur fiinf

Polynome zweiten Grades und nicht wie erwartet (£2, 92, 22, 9, 22, J2) sechs? (3
Punkte)

3. Ladungsanordnungen ohne Azialsymmetrie (6 Punkte)

a) Zeige mit Hilfe des Additionstheorems
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Py(cosa) = 2l4—7:1 Z Y (0, 8") Y1 (6, 0) (13)
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(cvist der Winkel zwischen den Einheitsvektoren €,,él., d. h. es gilt cos(a) = cos(0) cos(0’)+
sin(6) sin(#’) cos(¢ — ¢')), dass das durch eine beliebige Ladungsverteilung p am Ort
Z erzeugte Potential gegeben ist durch:
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(2 Punkte)

b) Folgere daraus, dass fiir das Fernfeld einer Ladungsverteilung (d.h. wenn r > 7/ bleibt)
sich das Potential als
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:O m*—l

schreiben lisst, wobei die Qi = [ r2dr'r [ [ dQYY}E (0, ¢')p(7) als Multipolmo-

mente bezeichnet werden. (2 Punkte)

¢) Welche Eigenschaft erben die Multipolmomente von den Kugelflichenfunktionen? Gib

die Momente explizit fir [ =0, =1 und [ = 2 an. (2 Punkte)

4. Kugelflichenfunktionen € Dirichlet-Randebedingungen auf der Kugel (8 Punkte)

Betrachte eine Hohlkugel vom Radius a auf deren Oberfliche das Potential gegeben ist als
®(a,0,9) = V(0,¢). In dieser Aufgabe soll gezeigt werden, dass die Losungsmethod mit
einer Greensfunktion mit Dirichlet-Randbedingung auf der Kugel dquivalent ist zur Losung
mittels Kugelflachenfunktionen.

a) Gib die Greensfunktion mit Dirichlet-Randbedingungen auf der Sphére an und dis-
kutiere ihre physikalische Interpretation. Wie lautet der Integralausdruck fiir das Po-
tential ® innerhalb der Kugel? (2 Punkte)

b) Lose dasselbe Problem mittels Entwicklung des Potentials in Kugelflichenfunktionen
durch Bestimmung der Entwicklungskoeffizienten A; und B; in Gleichung @D

(2 Punkte)

c) Zeige die Aquivalenz des Integralausdrucks aus Aufgabenteil a) und der Entwicklungs-

formel aus Aufgabenteil b).
(4 Punkte)



5. Drehimpuls und Kugelflachenfunktionen - Teil 11 * 8 Punkte
Zeige folgende Relationen

{L:I:a H,:I:l} = 0) {Lﬂza Hm} = Cl,mlfhm:l:la . (16)
Berechne die Proportionalitétskonstante Cj,,. Berechne die Poisson-Klammer

{LZ‘,LJ‘} = EijkLk- (17)



