Klassische Theoretische Physik II: Elektrodynamik (WiSe
2025/26) 4. Ubungszettel (6. November 2025)

Abgabe der Hausaufgaben bis: Mittwoch, 12. November.

1 Prasenzaufgaben

1.1 Parameterisiertes Linienintegral

In der Vorlesung hatten wir gesehen, dass ein Linienintegral iiber eine Parameterisierung
der Linie [ mittels eines Parameters ¢ geschrieben werden kann, d.h. I(¢) beschreibt die

Linie, mit Anfangs- und Endpunkten I, = [(¢,) und I, = i(t):

beodl o -
I, = dt— -V (I(t)) . 1
= [ Vi) (1)
Hier wollen wir zeigen, dass das Linienintegral unabhéngig von der gewéhlten Paramete-
risierung der Linie ist; das ist notwendig, da diese Parameterisierung ja nicht eindeutig
ist. (Es gibt sogar iberabzihlbar unendlich viele verschiedene Parameterisierungen der sel-
ben Linie.) Schreiben Sie dazu t = ¢(z), d.h. ¢ ist Funktion eines anderen Parameters z,
und zeigen Sie mit Hilfe der Substitionsregel, G1.(M3.9) aus der Vorlesung, dass sich das
Linienintegral (1) auch schreiben #sst als

odl -
h= [l v, )

— — -

wobei natiirlich [{¢(z,)) = I, und I(¢(z)) = Ib.

1.2 Wegunabhingigkeit des Linientegrals iiber ein Gradienten-
feld

In der Vorlesung wurde (mehr oder weniger rigoros) gezeigt, dass das Linienintegral iiber
ein Gradientenfeld nur von Anfangs- und Endpunkt der Linie abhéngt, d.h. unabhéngig
vom Weg ist. Hier wollen wir das an einem (einfachen) Beispiel explizit kontrollieren. Dazu
. fi(z)
betrachten wir das Vektorfeld V(7)) = | fa(y)
f3(2)

1. Zeigen Sie zunachst, dass V x V =0, d.h. V muss sich in der Tat als Gradientenfeld
darstellen lassen.

2. Geben Sie eine explizite Darstellung der Funktion F(7), sodass V() = VF. Hinweis:
F' lasst sich als Summer dreier Terme schreiben.



3. Nun zeigen Sie, dass das Linienintegral [, = fflb dl -V in der Tat unabhéngig vom
Weg ist. Hinweis: Beschranken Sie sich auf Wege, die aus Wegstiicken entlang einer
der Achsen bestehen, sodass dl proportional to €, €, oder €, ist.

1.3 Flachenintegral iiber einen Zylinder

0
Gegeben sei das Vektorfeld V() = 0 . Wir wollen den Fluss dieses Vektorfel-
z(z? + y?)
des durch einen Zylinder mit Liange L und Radius R bestimmen, der entlang der z—Achse
symmetrisch um den Ursprung liegt (d.h. die beiden Stirnseiten sind bei z = £L/2, die
Rotationsachse des Zylinders liegt entlang der z Achse).

1. Zeigen Sie, dass der Mantel nichts zum Fluss beitrégt, d.h. fMantel V-d@ = 0. Hinweis:
da steht senkrecht auf der Fléche.

2. Zeigen Sie, dass die beiden Stirnseiten, bei z = +1/2, identische Beitrage zum Fluss
machen. Hinweis: dd zeigt nach auflen.

3. Nun berechnen Sie den Fluss durch eine Stirnseite. Hinweis: Benutzen Sie Zylinder-
koordinaten.

2 Hausaufgaben

2.1 Fourier—Zerlegung

In dieser Aufgabe wollen wir uns noch einmal die Fourier—Zerlegung anschauen, anhand
zweier stiickweise linearer Funktionen, die auf dem Interval [0, L] definiert sind; d.h. wir
wollen diese Funktionen darstellen als unendliche Summen,

flz) = ian sin (?) Va [0, (3)

Hinweis: Wie in allen anderen Beispielen in dieser Vorlesung betrachten wir Funktionen,
die an beiden Enden des Intervals Nullstellen haben. Wenn diese Annahme nicht gemacht
wird, muss man auf der rechten Seite innerhalb der Summe einen zweiten Term b,, cos (”—zz)
hinzufiigen. Da diese Kosinus Funktionen ebenfalls orthogonal zu den Sinus Funktionen
sind (nach Integration iiber das Intervall [0, L]) kénnen die Koeffizienten b,, dann ebenfalls

durch Projektion bestimmt werden.

ay = % /0 ’ () sin (lme) . (4)

Hinweis: Diese Rechnung ist praktisch identisch mit der Rechnung in der Vorlesung,
die zu G1.(1.23) fiihrte. [3P]

1. Zeigen Sie, dass
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Abbildung 1: Approximative Fourier—Zerlegungen der Funktionen f (links) und g (rechts).

Die gestrichelten Kurven zeigen die Summe in Gl.(3), wobei nur Terme mit n < n

Nmax beriicksichtigt wurden. Die Konvergenz ist offenbar gut, aufler nahe dem Maximum,
bei dem die erste Ableitung der urspriinglichen Funktion unstetig ist. Alle Terme in der
Fourier—Reihe sind offensichtlich beliebig oft differenzierbar; echte Unstetigkeiten kénnen
daher nur im Grenzfall n,., — oo reproduziert werden.

2.

Nun berechnen Sie die Stammfunktion von z sin(az); dieses Ergebnis werden wir fiir
beide zu zerlegende Funktionen bendtigen. Hinweis: Die Rechnung ist sehr dhnlich
der Herleitung von GI.(3.5) aus der Vorlesung. [3P]

Zunachst betrachten wir die Funktion

o) ={

Zeigen sie durch Symmetrie-Uberlegungen, dass die geraden Koeffizienten as, ay . . .
alle verschwinden. Hinweis: Schauen Sie sich das Verhalten des Integranden in GI.(4)
unter Spiegelung am Punkt x = L/2 an. [1P]

2z
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falls = € [0,L/2]

falls € [L/2,L] (5)

Fiihren Sie die Fourier-Zerlegung explizit durch, d.h. bestimmen Sie die verbleibenden
Koeffizienten durch Integration. Hinweis: Die Koeffizienten sind unabhéngig von L,
und fallen wie 1/n? ab. [3P]

Nun wiederholen Sie die Rechnung fiir die Funktion

falls = € [0, L/4]
falls = € [L/4,L] ~’

4z

(6)

d.h. berechnen Sie auch hier die Koeffizienten explizit, mittels Gl.(4) (wobei natiirlich
f(x) durch g(x) ersetzt werden muss). Hinweis: Die Koeffizienten sind wieder un-
abhiingig von L und fallen wie 1/n? ab, aber jetzt verschwindet nur jeder vierte
Koeffizient, d.h. a4 = 0. [4P]

3L



Die Konvergenz der beiden Fourier—Zerlegungen ist in Abb. 1 illustriert. Die schwarze,
durchgezogene Kurve zeigt jeweils die urspriingliche Funktion f (links) bzw. g (rechts); dir
farbigen, gestrichelten Kurven zeigen partielle Fourier-Zerlegungen, d.h. endliche Summen
der Form (3), mit zunehmender Anzahl von Termen, wobei auch Terme mit verschwinde-
nen Koeffizienten bei n.,,, mit gezéhlt wurden. Unsere Funktionen f und g entsprechen
tibrigens der anfanglichen Auslenkung einer Saite, die in der Mitte (f) oder auf einem Vier-
tel der Lénge (g) gezupft wird, wobei man eine echte Saite nicht so weit wird auslenken
konnen.

2.2 Flichenintegral iiber einen Zylinder

B z(2* + y?)
Gegeben sei das Vektorfeld V(7) = | y(2* +3?) |. Wir wollen den Fluss dieses Vektorfel-
0
des durch einen Zylinder mit Lénge L und Radius R bestimmen, der entlang der z— Achse
symmetrisch um den Ursprung liegt (d.h. die beiden Stirnseiten sind bei z = £L/2, die
Rotationsachse des Zylinders liegt entlang der z Achse).

1. Zeigen Sie, dass die Stirnseiten nichts zum Fluss beitragen, d.h. fStirnseiten V-da =0.

Hinweis: dd steht senkrecht auf der Fldche. [1P]
2. Nun berechnen Sie den Fluss durch den Mantel. Hinweis: Benutzen Sie Zylinderko-
7 COS ¢
ordinaten, in denen 7= | rsin¢ |. Was ist d@ in diesen Koordinaten? [3P]
z



