Klassische Theoretische Physik II: Elektrodynamik (WiSe
2025/26) 5. Ubungszettel (12. November 2025)

Abgabe der Hausaufgaben bis: Mittwoch, 19. November.

1 Prasenzaufgaben

1.1 Quotientenregel

/ ! /
Leiten Sie die Quotientenregel, <§> = fgg;zfg, her aus der Produktregel, (fg) = f'g+ f¢’
und der Kettenregel, [f(h(x))] = f/(h(z))h (x).

1.2 Taylor-Entwicklung
Entwickeln Sie die Funktionen fi(z) = 1/(1+ z), fa(z) = V1+ 2, f3(z) = In(1 + x) um

den Ursprung, d.h. um = = 0; diese Entwicklung ist nur sinnvoll fiir |z| < 1. Hinweis:
Entwickeln Sie die Funktionen bis zur Ordnung 22, unter Verwendung der Taylor-Reihe,
GlL.(3) auf dem 1. iibungszettel.

1.3 Satz von Stokes

In dieser Aufgabe wollen wir den Satz von Stokes an einigen Beispielen iiberpriifen. Dieser
Satz besagt, s. G1.(M3.16):

/Ada. IV x V() :/Mdf- 7). (1)

wobei 0A der Rand des Gebietes A ist, d.h. das Linienintegral geht iiber eine geschlossene
Linie. Als Fliche betrachten wir das Quadrat = € [0, 1], y € [0, 1] bei konstantem z = z.

1. Was ist das entsprechende Flichenelement da?

2. Wie sehen die vier Teilstiicke des Linienintegrals auf der rechten Seite von Gl.(1) aus?
Hinweis: Wenn die Richtung von da festgelegt ist, insbesondere das Vorzeichen, folgt
die “Drehrichtung” des geschlossenen Linienintegrals aus der rechten-Hand-Regel:
Wenn der Daumen in Richtung von da zeigt, geben die Finger die Richtung an, in
der die geschlossene Linie durchlaufen werden muss.

3. Zeigen Sie, dass GL.(1) “trivial” gilt, falls V(7) ein Gradientenfeld ist, V (7) = V f(7)
fur beliebige skalare Funktion f. Hinweis: S. Gln.(M2.20) und (M3.8)!



4. Nun betrachten Sie
Tz
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Zeigen Sie durch explizite Rechnung, dass beide Seiten der Gleichung (1) verschwin-
den.
5. Zum Abschluss betrachten Sie
Yz
V(ir)y=1[ 2zz | . (3)
ry

Zeigen Sie durch explizite Rechnung, dass beide Seiten der Gleichung (1) den gleichen
Wert (# 0) ergeben

2 Hausaufgaben

2.1 Elektrisches Feld einer geladenen Kreisfliche

In der Vorlesung wurde das elektrische Feld einer Schnur mit konstanter Ladungsdichte
berechnet. Hier wollen wir die analoge Rechnung fiir eine homogen geladene Kreisfliche
durchfithren. Sei R der Radius des Kreises und o die konstante (zwei-dimensionale) La-
dungsdichte (Ladung pro Fliche), sodass Q = woR? die Gesamtladung der Fliche ist.
Wihlen Sie das Koordinatensystem so, dass dis Kreisflache in der (x,y) Ebene liegt; der
Mittelpunkt der Fléche ist der Ursprung.

1. Wir wollen das elektrische Feld am Punkt 7} = berechnen. Zeigen Sie dazu
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aus Symmetrieiiberlegungen, dass £, () = E,(r1) = 0. [1P]

2. Schreiben Sie E. (7)) als zweidimensionales Integral iiber die Kreisfliche. Hinweis:
Benutzen Sie Zylinderkoordinaten! [1P]

3. Nun berechnen Sie das Integral aus dem vorigen Schritt. Zeigen Sie dazu, dass F'(z) =
—1/v/22? + a? die Stammfunktion von z /(224 a?)*/? ist, fiir beliebige reelle Konstante
a, und benutzen Sie dies, um das Integral {iber die radiale Koordinate zu berechnen.
[4P]

4. Zeigen Sie, dass fiir |z| < R das elektrische Feld einen endlichen, konstanten Wert an-
nimmt; im Fall einer geladenen Schnur divergiert das Nahfeld (iiber dem Mittelpunkt
der Schnur) linear mit dem Abstand. [1P]

5. Zeigen Sie, dass fiir 22 > R? das Feld wieder dem einer Punktladung entspricht. Hin-
weis: Sie miissen die Quadratwurzel im Zihler entwickeln, v22 + R2 = 24/1 + R2/22 ~
z[1+ R?/(22?)). [2P]




2.2 Elektrisches Feld eines geladenen Quadrates

Nun betrachten wir ein homogen geladenes Quadrat, mit Kantenldnge a und Fléchenla-
dungsdichte o (d.h. Gesamtladung @ = a*c). Legen Sie die Koordinatenachsen wieder so,
dass das Quadrat in der (z,y) Ebene liegt, mit dem Urpsrung als Mittelpunkt. Diesmal

x
schauen wir uns das Feld am Punkt 75 = | 0 an.
0
1. Zeigen Sie, dass E, (1) = E,(13) = 0. [1P]

2. Schreiben Sie E,(73) als zweidimensionales Integral. Hinweis: Benutzen Sie kartesi-
sche Koordinaten. [1P]

3. Nun fithren Sie das Integral iiber ' aus. Hinweis: Benutzen Sie (wie in der Vorlesung
gezeigt), dass F(y') = y'/[\/y% + 2] die Stammfunktion von 1/(y? + ¢?)%/? ist,
fiir beliebige reelle Konstante c. Beachten Sie, dass bei der Integration iiber y" alle
anderen Koordinaten als Konstanten behandelt werden konnen. [2P]

4. Um das Integral iiber 2’ zu berechnen, benutzen Sie die Substitution ¢ = x — 2z, und

zeigen und benutzen Sie, dass F'(t) = —(2/a) In R VA ”:2“2/4 die Stammfunktion von
1/[t\/t? + a?/4] ist. [3P]

5. Zeigen Sie, dass das Feld im Nahbereich logarithmisch divergiert; d.h. fir x = a/2+¢
steigt das Feld E, « In(a/€) an wenn € — 0. [2P]

6. Zeigen Sie schliesslich, dass fiir x > a das Feld sich wieder dem einer Punktla-
dung ) im Ursprung annéhert. Hinweis: Dazu miissen Sie Wurzeln von der Form
v/ (z £ a/2)? + a?/4 bis zur Ordnung a?/x entwickeln; im letzten Schritt kénnen Sie

benutzen, dass In f{gze ~¢, wor =a/zund f(r) =1+ O(r); diese Naherung folgt

aus In(1 + ¢€) ~ € fiir |¢| < 1. [3P]
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Abbildung 1: Links: Elektrisches Feld {iber einer homogen geladenen Fliche. Die schwarze
Kurve ist das Ergebnis aus 2.1, fiir eine kreisférmige Fldche mit Radius 1. Die rote und
blaue Kurve sind fiir ein Quadrat mit verschiedener Kantenlénge, wobei das zweite Integral
numerisch berechnet wurde. Da die Gesamtladung fest gehalten wird, ist das Nahfeld eines
groferen Quadrats, mit kleinerer Ladungsdichte, kleiner; das Fernfeld ist in allen Féllen
gleich. Die rechte Abbildung ist fiir ein Quadrat der Kantenldnge 1. Die schwarze Kurve
ist identisch der roten Kurve aus der linken Abbildung; die rote Kurve zeigt das Ergebnis
aus 2.2. Das Nahfeld héngt offensichtlich von der Orientierung relativ zum Quadrat ab,
das Fernfeld aber nicht.

Bemerkung: Die Ergebnisse aus 2.1.5 und 2.2.6 legen nahe, dass man auch eine Flache
(“membrane”) zur Beschreibung von Elementarteilchen benutzen kénnte, statt einer Schnur
(“string”). Wahrend eine (Super-)Stringtheorie in der Tat die gegenwértig vielleicht beste
Kandidatin fiir eine “ultimate Theorie” (der Teilchenphysik und Gravitation) ist, hat sich
die Beschreibung von Elementarteilchen durch (sehr kleine) Membranen als quantenme-
chanisch inkonsistent erwiesen.



