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Ubung 3

Anwesenheitsaufgaben

Die erste Aufgabe ist eine Ubersicht iiber die Differentialoperatoren, die regelmifig in Rechnungen benutzt
werden. Danach folgen Beispiele fiir eine nicht konservative Kraft und die Fourier—Zerlegung einer Funktion.

A 1 Differentialoperatoren 1

Die Differentialoperatoren Gradient, Divergenz und Rotation lauten in kartesischen Koordinaten mit der Nota-
tion 0; = % wie folgt:

(grad U(Z)); = V; U(Z) = 8; U(Z) (1)
div A(Z) =V - A(Z) = 8; A;(F) Summenkonvention! (2)
(rot A(Z)); = (V x A(Z)); = €k 0; Ax(Z)  Summenkonvention! (3)

Hierbei ist V der Nabla-Operator mit ﬁz = 0;. Weiterhin ist der Laplace-Operator A = 9;0;. Zeigen Sie die
folgenden Relationen fiir eine zweimal stetig differenzierbare skalare Funktion U(&Z) bzw. vektorwertige Funktion
A(Z):

divrot A=V -(VxA) =0, rotgrad U =

X =0, divgradU=V-(VU)=AU
grad div A — rot rot A = V(V-A) -V x i

(V x A) = AA

A 2 Konservative Krifte 1

Fiir ein konservatives Kraftfeld F(7) wird die verrichtete Arbeit

W:AFmdF (4)

nur durch den Anfangs- und Endpunkt, aber nicht durch den genauen Verlauf des Weges S bestimmt. Es gilt
VxF (F) = 0 (das Kraftfeld ist wirbelfrei). Im Folgenden sollen die Linienintegrale zweier verschiedener Wege
fiir ein nicht konservatives Kraftfeld berechnet und gesehen werden, dass sich deren Werte unterscheiden. (In
den Hausaufgaben wird dies fiir eine konservative Kraft wiederholt.)

Seil F = (y,2%/3,2 +y)T eine Kraft, die auf ein Teilchen zwischen den beiden Punkten 7 und 7 wirkt,
mit den Werten:

3 3
m=(o], m=|[o0
0 6

Berechnen Sie das Linienintegral (4) zwischen den beiden Punkten, wenn der Weg eine Gerade parallel zur
z-Achse ist. Vergleichen Sie das Ergebnis mit dem Wert, den man erhélt, wenn man einen Umweg um den
Punkt 7 = (3,3,3)7 geht, d.h. zunsichst in gerader Linie von 7 nach 7/, dann in gerader Linie von 7’ nach 7.
Berechnen Sie die Rotation der Kraft. Hinweis: Parameterisieren Sie jeweils die geraden Wegstiicke durch eine
lineare Funktion #(t) mit ¢ € [0, 1], sodass 7(0) der Anfangspunkt ist und 7(1) der Endpunkt. Driicken Sie dann
das Differenzial d7” durch dt¢ aus.

A 3 Fourier-Zerlegung I

Eine beliebige periodische Funktion f(¢) mit Periode 7' > 0 kann durch eine Summe von Kosinus- und Sinus-
funktionen wie folgt beschrieben werden:

ft)=ao+ Z[an cos(nwt) + by, sin(nwt)] (5)

n=1

1Das Superskript T steht fiir Transposition; angewandt auf einen Vektor transformiert das einen Zeilenvektor in einen Spalten-
vektor. Zeilenvektoren sind in Komponentenform in LaTeX leichter zu schreiben.
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Die Kreisfrequenz w = 27 /T dient hierbei der Skalierung der Periode 2 7 von Kosinus und Sinus auf die Periode
T von f(t). Diese Zerlegung von f(t) wird Fourier-Zerlegung (Fourier-Analyse) genannt.
Wenn f(t) bekannt ist, konnen die Koeffizienten a; und b; wie folgt berechnet werden (n > 0):

T

w=7 / F(t)dt (6)

0

) T
n = /f(t) cos(nwt) dt (7)
0
T
by, = %/f(t) sin(nwt) dt . (8)
0

A 31

Zeigen Sie, dass die Fourier-Zerlegung (5) die Periodizitét der Funktion f(t) reproduziert, also f(t) = f(¢t+T)
gilt.

A 3.2

Zeigen Sie, dass eine Rechteckfunktion f(t) mit

_ 1 wenn 0 < wt <, _ 27
f(t)_{ -1 wenn 7w <wt < 27w F) =+ “’)

wie folgt als Fourier-Zerlegung geschrieben werden kann:

F1) = 23 5t sin((2n — wt) = ~fsin(uwr) + 3 sin(3wt) + £ sin(5wt) + ] (9)

Hausaufgaben (Abgabe: 2.5.2026)

Die ersten drei Aufgaben dienen zur Vertiefung der Anwesenheitsaufgaben. Das mathematische Pendel ist ein
Beispiel zur Losung einer Differentialgleichung in Polarkoordinaten.

H 1 Differentialoperatoren II

Zeigen Sie mit 2 = |Z| und |Z| = (z; 2;)'/? (Summenkonvention!) die folgenden Gleichungen:

H1l.1
Gradient: L 2 ) 2
v;:,E’ V(lnx):ﬁ.
H1.2
Divergenz:
6-(x17)=17-§,17:k0nst, V. (2"Z) = (34 n)z"; \Y (ajﬁ%)z%
x x x
H1.3
Rotation: B B B 1. o B )
Vxz=0; Vx(inf):B,B:konst.; VX (f(x)Z)=0



Ubungen zur Theoretischen Physik I (Mechanik) SoSe 2026 Prof. M. Drees
http://www.th.physik.uni-bonn.de/Groups/drees/teaching.html

H 2 Konservative Krifte 11
Wiederholen Sie die Aufgabe A 2 mit der Kraft F= (x4 2,2z, +y)T.

H 3 Fourier-Zerlegung 11

Zeigen Sie, dass eine Sigezahnfunktion f(t) = 1 — 2¢/T mit 0 < ¢t < T und f(¢t) = f(t + T) wie folgt als
Fourier-Zerlegung geschrieben werden kann:

fi) = % Z % sin(nwt) = %[sin(wt) + %sin(th) + ésin(?)wt) +...]. (10)

H 4 Mathematisches Pendel

Betrachten Sie das mathematische Pendel: Ein Massepunkt der Masse m schwingt reibungsfrei im Schwerefeld
an einem masselosen, starren Stab der Lénge I. Der Winkel der Auslenkung aus der Ruhelage sei ().

H 4.1

Stellen Sie die Bewegungsgleichung fiir die Auslenkung ¢(t) auf. Zeigen Sie explizit, dass die Gesamtenergie
E(t) erhalten ist.

H 4.2

Losen Sie die Bewegungsgleichung zunéchst fiir kleine Auslenkungen, ¢ < 1, sodass siny ~ ¢. Was ist die
Eigenfrequenz wy bzw. die Schwingungsperiode T' in diesem Fall?

H 4.3

Versuchen Sie nun (ohne die Nidherung fiir kleine Auslenkungen), die Schwingungsdauer 7' mit Hilfe der Ener-
gieerhaltung bis auf ein (unbestimmtes) so genanntes elliptisches Integral erster Art

P
/
F(i), sin 22) :/ d¢ (11)
2 2 \/1—sin2% sin? ¢

zu bestimmen. Setzen Sie dazu die in H 4.1 berechnete Energie E gleich —m gl cos g (anfingliche potentielle
Energie) und 13sen Sie nach dt(y) auf. Integrieren Sie durch Trennung der Variablen formal von ¢ = 0 bis ¢.
(Hinweis: Die Zeit, die das Pendel von ¢ = 0 bis zum Maximalausschlag ¢ = ¢g braucht, ist gleich dem Viertel
einer Schwingungsdauer.) Substituieren Sie im Integral sin) = sin £ /sin . Zeigen Sie schlieflich:

4 T .
T = 4t(p — o) = OTO1?(5,3111%). (12)

Was passiert fiir g — 7 (d.h. das Pendel “steht Kopf”)? Kann T fiir kleine Auslenkungen, wie es in Aufgabe
H 4.2 berechnet wurde, aus Gleichung (12) reproduziert werden?

Viel Spafi!



