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Quickies
e Wie viele Erhaltungsgrofen hat das Kepler-Problem?
e Welche sind dies?
o Wie lautet die Hamilton-Funktion?
e Wie lauten die Bewegungsgleichungen im Hamilton-Formalismus?
e Wie lauten die Keplerschen Gesetze?

e Wann ist der Drehimpuls erhalten?

Anwesenheitsaufgaben

A 1 Tragheitsmomente

Ein starrer Korper mit der Massendichte p hat den Trégheitstensor

Iiyi= [ 4V pld) (@8 -z 1)

mit 4, j = 1, 2, 3. Bei den folgenden Korpern wird die Dichte als konstant, also p(Z) = p = konst. angenommen.
Wenn der starre Korper durch n Massenpunkte beschrieben wird, dann ist der Trédgheitstensor entsprechend

n

Iij = Z My (i‘% (Sij — Tai l‘aj). (2)
a=1
Hierbei besitzt der Massenpunkt « die Masse m,. Bestimme die Haupttragheitsmomente I; := I;; folgender

Korper, wobei der Ursprung des korperfesten Koordinatensystems im Schwerpunkt liegt:

(a) Ein Molekiil aus zwei Atomen mit den Massen mj und my und Abstand (. Zeige, dass

mima 12

L =1 = und I3=0 (3)

m1 + mo

sind, wenn das Molekiil auf die z-Achse gelegt wird.

(b) Ein Molekiil aus drei Atomen (davon zwei gleiche), die an den Ecken eines gleichschenkligen Dreiecks mit
der Hohe h und der Basisldnge a angeordnet sind.

(¢) Ein Zylinder mit Héhe h und Radius R mit der Symmetrieachse in z-Richtung. Zeige, dass
M

M 1
IlzlgzZ(R2+gh2) und 13:732 (4)

gilt, wenn M die Masse des Zylinders ist.
(d) Ein Kreiskegel mit Hohe h und Radius R der Grundfldche.
(e) Eine Kugel mit Radius R.

Hausaufgaben

In der ersten Aufgabe wird der Runge-Lenz-Vektor als eine praktische Erhaltungsgrofie im Keplerproblem
betrachtet. Danach soll der differentielle Wirkungsquerschnitt fiir ein Streuproblem berechnet werden. Die letzte
Aufgabe behandelt den inelastischen Stof.
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H 1 Runge-Lenz-Vektor

Bei der Behandlung des Keplerproblems fiir zwei Massenpunkte m; und mg im Potenzial V(r) = k/r mit
r = | — 72| und k = konst. sind Erhaltungsgrofien wichtig. Eine davon ist der so genannte Runge-Lenz-Vektor,
mit dem z.B. Bahnkurven bestimmt werden kénnen.

(a) Zeige, dass der Runge-Lenz-Vektor
A=px L+ uk‘f (5)
r
eine Erhaltungsgrofle ist, wobei ¥ = 71 — 7o der Abstandsvektor, p'= u? der Impulsvektor, L=F7x p der
Drehimpulsvektor und g = mq ma/(m; + ms) die reduzierte Masse sind. Hinweis: = —VV

(b) Zeige, dass der Runge-Lenz-Vektor in der Bewegungsebene liegt, d.h. dass L-A=0 gilt (denn L ist
konstant).

(c) Zeige, dass A? = A% =2 L2 E+ 1% k? ist. Hierbei sind L = |E| der Drehimpuls und die £ Gesamtenergie.

(d) Verwende 7 - A =rA cos ¢, wobei ¢ der von 7 und A eingeschlossene Winkel ist, um zu zeigen, dass fiir
k < 0 der Abstand 7 durch einen Kegelschnitt gegeben ist:

O J (6)

Dabei sind p der Halbparameter und e die Exzentrizitéit einer Ellipse. Welche Bedeutung hat der Runge-
Lenz-Vektor geometrisch?

Abbildung 1: Ein Streuproblem

H 2 Ein Streuproblem

In dieser Aufgabe berechnen wir den differentiellen Wirkungsquerschnitt do/dQ) fiir Teilchen der Masse m im
“abgeschnittenen Coulombpotenzial”:

Vi(r) =

k(L —4) fir r<R (1)
0 fir r>R

Hierbei sind die Parameter k und R konstant. Die Teilchen fallen mit der Geschwindigkeit ¥y ein (siehe Abbildung

).

Zur Erinnerung: Der differentielle Wirkungsquerschnitt do/d) kann wie folgt definiert werden:

di 40 — Zahl der pro Sekunde in den Raumwinkel df2 gestreuten Teilchen
ds2 N Intensitat der einfallenden Teilchen
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Die Einheit des Wirkungsquerschnitts ist eine Fliche und wird in der Kernphysik aufgrund der kleinen Werte
praktischerweise in Einheiten 1b = 1 barn = 1072® m? ausgedriickt. Da das Potential V' (r) nur vom Abstand r
abhéngt und die Anzahl der gestreuten Teilchen gleich der Anzahl der einfallenden Teilchen ist, kann gezeigt
werden, dass

(8)

o _ b |
Q) siné |d
gilt, wobei b der Stofiparameter und 6 der Streuwinkel sind.

(a) Da das System rotationssymmetrisch ist, ist der Drehimpuls erhalten. Stelle den Drehimpusvektor L auf
und zeige, dass er gegeben ist durch

-

L=7xp=—muvbé, (9)
mit dem Betrag der Geschwindigkeit v und dem Basis-Einheitsvektor é..

(b) Betrachte den Runge-Lenz-Vektor A = @ x L/k + 7/r (im Vergleich zur obigen Definition wird hier durch
die Masse und k geteilt). Gib den Runge-Lenz-Vektor in der Form A=aé, + bé, + cé, an.

(c) Zeige nun, dass |A|? mit der Gesamtenergic E gegeben ist durch:

o AE 4E?
|A? =1+ ﬁb2 + ?b? (10)
Nutze dazu, dass das Teilchen auflerhalb des Potentials frei ist.
(d) Benutze A, = cos ¢ |A| mit 2 + 6 = 7 und zeige, dass fiir den StoSparameter
0
b2 — cos® & (1)
s +AE EEELR i &

gilt.

(e) Nutze nun Gleichung (§), um den differentiellen Wirkungsquerschnitt do/dS2 zu berechnen. Zeige auch,
dass dieser fiir lim R — oo in die Rutherfordsche Streuformel iibergeht.

H 3 Inelastischer Stof3

Bei elastischen Stoflen sind der Impuls sowie die kinetische Energie erhalten. Bei inelastischen Stéfen hingegen
dndert sich die Energie der beiden Stolpartner derart, dass

Ekin,i = Egin, r +Q (12)

erfiillt ist. Die Indizes 7 und f bezeichnen hierbei den Anfangs- und Endzustand. Fiir ) > 0 absorbieren die
Reaktionspartner Energie (z.B. durch Aufwiirmung), wiihrend sie fiir @ < 0 Energie abgeben (z.B. kann bei
Kernreaktionen ein angeregter Zustand in den Grundzustand iibergehen). Zur Beschreibung inelastischer Stofe
kann auch alternativ der Koeffizient ~ ~
e (13)

|V, i — U1, 4]

eingefiihrt werden.

(a) Zeige, dass e in allen Inertialsystemen den gleichen Wert hat.

(b) Was ist die Beziehung zwischen e und Q7 Zeige insbesondere, dass fiir () = 0, also bei elastischen Streu-
ungen, e = 1 folgt.

(c) Betrachte den Fall e = 0. Berechne die Geschwindigkeiten der Kérper nach dem Stofl im Schwerpunkt-
und Laborsystem sowie den Wert von Q). In welchem System ist Q) grofer?

Viel Spaf! :)



