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Ubung 10
Anwesenheitsaufgaben (12./13.12.2019)

A 10.1 Greensche Funktion des Wellenoperators
Wir suchen die Greensche Funktion G(7,t) des Wellenoperators im R?, d.h. es gilt:

1 92

OG(7,t) = 6@ (Pd(t) mit O = Z5m A (1)

(a) Die Fouriertransformation bildet Ableitungen in Multiplikationen ab und vereinfacht somit das Problem:
Zeigen Sie (|k|2— ";—j)é(%, t) = ﬁ fiir die Fouriertransformierte G(k, w) = ﬁ [d3rdt e@t=kN Gk, t).

(b) Folgern Sie aus (a), dass mit beliebigen Funktionen a (k) gilt:

GlF) = s gz + a0+ )+ 0 B3R - ), )

Was ist demnach die allgemeine Lésung der homogenen Gleichung OG(7,t) = 07

(¢) Wir betrachten nun nur noch den inhomogenen Term. Zeigen Sie, dass nach Anwenden der inversen
Fouriertransformation mit wy = c|k| gilt:

c? 3 1 o
= - _ i(k-7F—wt)
G(7,t) 2 /d Fdw —— el . (3)

(d) Wegen der Pole bei w = +wy ist das Integral in Glg. (3) nicht definiert. Daher ist es zweckmissig,
die Polstellen auf der reellen Achse in die komplexe Ebene hinein zu deformieren. Wir deformieren die
Polstellen in die untere Halbebene hinein, dies entspricht der Wahl der retardierten Greenschen Funktion.
Durch diese Deformation hat das zu berechnende Integral die Form

e} 1 1 —iwt
I(t):/_Oodww—(wo—ie)w—(—wo—ie)e . (4)

Um den Cauchyschen Integralsatz bzw. den Residuensatz anwenden zu kénnen, muss der Integrationsweg
um die Polstelle aber noch zu einer geschlossenen Kurve ergéinzt werden. Dies kann mit einem Halbkreis
in der oberen oder unteren Halbebene geschehen. Anschliefend kann das Limit € — 0 genommen werden.
Zeigen Sie, dass fiir ¢ < 0 ein Halbkreis mit unendlich groflem Radius in der oberen Halbebene keinen
Beitrag zum Integral ergibt. Folgern Sie daraus, dass I(t) = 0 fiir ¢ < 0.

(e) Zeigen Sie mit dem Cauchyschen Integralsatz f(wg) = ﬁ Q{E—":}wa , wobei der Integrationsweg den Pol
wo positiv orientiert umschliefit: I(t) = —Z—’: sin(wot)O(t). Damit gilt dann fiir die retardierte Greensche
Funktion:

c 1 .z -
Gron(7 1) = O(1) / @ e sin [Flet). (5)
‘ (2m)3 &

(f) Fiihren Sie in (e) Polarkoordinaten ein und integrieren Sie iiber die Winkel:

Gret (7, 1) = —@(t)L /OO dk ™" sin(ket). (6)

(2m)%r )

(g) Zeigen Sie schlieflich mit [ e ¥d"y = (27)"6(™(Z), dass
¢

Grot(7,1) = O(t) S (5(r — ct) — 8(r + ct)). (7)

4r

(h) Geben Sie die allgemeine Losung der Wellengleichungen fiir V, und AL in Lorenzeichung mit Hilfe der
Greenschen Funktion des Wellenoperators an.
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Abbildung 1: Skizze Reflexion und Transmission

Hausaufgaben (Abgabe: Vorlesung am 17.12.2019)
H 10.1 Reflexion und Transmission

Eine Grenzfliche senkrecht zur z-Achse trennt zwei Dielektrika (siehe Abbildung 1). Die einfallende Welle wird
durch

. L . 1- =
E(F, t) = Ege'* ™t B(F t) = =k x E(7, t), (8)
w
die gebrochene Welle durch
— — LT — 1 - —
E'(F t)=Eye'™ ™ B'(F t)=—k x E'(V, t) (9)
w
und die reflektierte Welle durch
— — ST = — 1 — —
E"(F, t) = B '™ 70 BI(F ) = — K x E'(F, t) (10)
w

beschrieben. Fiir die Wellenzahlen gilt:

K =lK"=wyer  Fl=wVeu (11)
In der Aufgabe sollen der Refexionskoeffizient R und der Transmissionskoeffizient T' berechnet werden.

(a) Folgern Sie zuerst aus der Ubereinstimmung der Wellenphasen an der Grenzfliche, dass Einfalls- und
Austallswinkel (Reflexionswinkel) iibereinstimmen. Zeigen Sie weiterhin das Snelliussche Brechungsgesetz

sin(6e) e n
_ _r 12
sin(6;) e n’ (12)

wobei n und n’ die Brechungsindizes der beiden Medien sind. Zur weiteren Rechnung soll jede Welle
in zwei linear polarisierte Wellen mit Polarisierungen senkrecht und parallel zur Einfallsebene zerlegt
werden. Die Einfallsebene wird hierbei durch die Vektoren k und 7 aufgespannt. Driicken Sie fiir beide
Polarisierungen E’' und E” durch E aus. Wenn 1 fiir die Polarisierung in der Einfallsebene und 2 senkrecht
zur Einfallsebene steht, dann sind die zu zeigenden Bedingungen die Folgenden:
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(Eo1 — E{}) - cosf. — Ej; - cos; =0

(Eo1 + E{; \/7 E{, - 1/

!
(Eo2 — E() - cos 0, \/j — Egy - cos 0 4 /% =0 (13)

Tipp: Die Zerlegung der Polarisierungen wiirde z.B. fiir die einfallende Welle wie folgt aussehen: Wenn é;
in der und és senkrecht zur Einfallsebene und beide Einheitsvektoren jeweils senkrecht zum Wellenvektor
k der einfallenden Welle liegen, dann kann Eq = (Eq-é1)-é1 + (Eo-é3) - éa = Eoy - €1+ Egs - é geschrieben
werden. Analog kann dies fiir die anderen Wellen gemacht werden.

(b) Berechnen Sie nun Ry und 7% fiir die senkrechte Polarisierung mit den Formeln

I// I/
Ry=2% T,=72 14
=7 D= (14)
I, ist hierbei die Lichtintensitéit der senkrecht polarisierten, einfallenden Welle. Zeigen Sie, dass
(1-ap)? 4o B
Ry=—"-—"= Th=——"—— 15
=1 Fap? T Trad? 15)

mit @ = cosb;/ cosf, und B = /€ /ey’ gilt und iiberpriife Ry + 1o = 1.
Hinweis: In der Vorlesung wurde die Polarisierung innerhalb der Einfallsebene betrachtet, d.h. in unserer
Notation R; und T3.

H 10.2 Lésung der inhomogenen Maxwell-Gleichungen

Gegeben seien das Potenzial V;, und das Vektorpotenzial Ay mit:

1 p(&, t — 2=
Vi(Z t) = P e~
B(@ 1) 47T€0/ “ |2 — 2|
77|
> Ho J(@, t - —)
R e (16)

Hierbei sind p die Ladungsverteilung und j die Stromdichte.
(a) Zeigen Sie, dass die Lorenz-Eichung

. 19V,
V- L

2ot (17)

erfiillt ist.
Tipp: Nutze die Kontinuitéitsgleichung und die Umformung V - (@) = ¢V - d+ d - V.

(b) In der Vorlesung wurde das Vektorpotenzial Az (R, t) berechnet, wobei |E| sehr viel grofier als die Aus-
dehnung der Ladungsverteilung p sein soll. Zeigen Sie, dass

Ho 3 o BN e KR . o 33355.:‘"5
e [l DT )+ @ ) = o [dere e 09

mit B = |R|- B und to = t — || /c gilt.
Tipp: Nutzen Sie erneut die Kontinuitédtsgleichung.
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(¢) Zeigen Sie nun abschliefiend, dass fiir das elektrische Feld

0

E(Rv t) = 76E‘VL(R3 t)faAaL(R‘, t) (19)
Ho 5 5 - - Ho o = Ho 3 [1B/= B2 =i BNt
= — |R(R-p) —p| — —m X R+ = /d:cRx~R —Z(x-R)| p(T, tg)+ ...
4W|R‘[ (B -p) — 1] Ty Sl e [k (Z- R) (@ R)] P(Z, to)

gilt. Hierbei sind p' das elektrische und i das magnetische Dipolmoment. Terme der Ordnung 1/ |§\2 und
hoher sollen vernachléssigt werden.
Tipp: Benutzen Sie die Ergebnisse der Vorlesung.

Viel Spafi!



