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Ubung 13

Anwesenheitsaufgaben (16./17.01.2020)
A 13.1: Relativistische Kinematik

In dieser Aufgabe sollen einige Konzepte der relativistischen Kinematik eingefiihrt werden. Diese Kenntnisse sind
vor allem zur Analyse hochenergetischer Teilchenkollisionen essentiell. Hierzu miissen insbesondere die Begriffe
von Energie und Impuls abgeéndert werden, die in der speziellen Relativitéitstheorie in einen physikalischen
Vierer-Vektor vereinheitlicht werden. Ebenso ist es notwendig, addquate Groflen einzufithren, die vom Bezugs-
system unabhingig sind, wie z.B. die Mandelstam-Variablen. Die relativistische Wirkung eines Punktteilchens

der Masse m lautet
52 92 Jdxt  d
Smat = —mc/ ds = —mc/ i(U)ﬂ(a)da, (1)
51 o1 do do

wobei o — x#(0) eine beliebige Parametrisierung bezeichnet.

(a) Wéhlen Sie die Parametrisierung nach der Zeit, d.h. ¢ = t. Wie transformiert sich die Wirkung unter
x# — ¥ + aM fiir einen konstanten Vierer-Vektor a#? Berechnen Sie aus dem Noether-Theorem! die
zugehorigen Erhaltungsgréfien und interpretieren Sie diese. Definieren Sie hierzu

m dzt

== (2)

P = il
/177232 dt

(b) Wie transformiert p# unter Lorentztransformationen? Zeigen Sie, dass p/'p,, unter Lorentztransformationen
invariant ist. Zeigen Sie, dass gilt

pupu =m?c® (3)

cpo = vVm3ct + c2p2. (4)

(c) Zeigen Sie, dass p zeitartig ist und damit, dass es ein Bezugssystem gibt, so dass gilt p'* = (p{,0).

CIms

Begriinden Sie den Namen “Center of Mass System”, oder kurz CMS. Schreiben Sie hierzu pf, = pi™ =
PPy Was gilt fiir m = 07

Betrachten Sie nun eine elastische Zweiteilchen-Reaktion

und

(m1,p1) + (M2, p2) — (M3, p3) + (M4, Pa) (5)
wobei die Energie-Impulserhaltung gelten soll:
Py +ph =p5 + k- (6)

Definieren Sie nun die Lorentz-invarianten Mandelstam-Variablen durch

s = (p1+p2)"(p1+p2)p = (03 +pa)(p3s+pa)p (7)
= (p1—p3)"(p1 — p3)p = (P2 — pa)" (P2 — P4y (8)
u = (p1—pa)"(p1—pa)y = (P2 —p3)"(p2 — P3)pu - 9)

(d) Berechnen Sie s, t und u als Ausdriicke in den Massen m;, des Impules p; und der Energie E; und zeigen
Sie, dass
s+t+u=c*(mi+ms+m3+mi), (10)

d.h. s, t und v sind nicht unabhéngig.

e) Zeigen Sie, dass s = (pg™s)2 = L pems i,
g ) Po c g

1Zu jeder kontinuierlichen Symmetrie eines physikalischen Systems gehort eine Erhaltungsgrofe.
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Hausaufgaben (Abgabe: Vorlesung am 21.01.2020)
H 13.1: Eindeutigkeit der Elektrodynamik
(a) Schreiben Sie den dualen Feldstirketensor F*¥ als Matrix

0 CBl CBQ CB3
—CB1 0 E3 —E2
7CB2 7E3 0 El ’ (1 1)
—CBg E2 —E1 0

ﬁuu/ _ %EuuaﬁFaﬁ —

Sie haben in der Vorlesung gesehen, dass sich nur zwei eichinvariante Lagrangedichten aus Feldtensoren der
Elektrodynamik bilden lassen.

(b) Zeigen Sie folgende Identitéten

—

F, F" = —F, F*" =22B% —2E? | F,,F" = —4cE-B. (12)

(c) Was passiert unter Lorentztransformationen und welche physikalische Konsequenz ergibt sich fiir die Felder
E, B.

)

(d) Untersuchen Sie das Verhalten der Terme jeweils unter Zeitumkehr ¢ — —t, Paritétstransformation (Spie-

gelung) ¥ — —7 und Ladungskonjugation j — —j, d.h. (p, ]) — (—p, —_])

(e) Zeigen Sie, dass sich der zweite Term F,“,F H¥ als totale Divergenz eines Vierer-Vektors schreiben lisst.
Daraus folgt, dass falls wir diesen Term zur Lagrangedichte hinzu addieren, sich die Bewegungsgleichungen
nicht gedndert werden.

H 13.2: Lagrange Mechanik von Feldern - Kontinuumsmechanik

In dieser Aufgabe soll gezeigt werden, dass die Maxwellsche Theorie der Elektrodynamik als Spezialfall der Theo-
rie von klassischen Feldern verstanden werden kann. Um die hierbei notwendigen Konzepte besser zugénglich zu
machen, werden wir Felder ¢(Z,t) als Kontinuums-Limes eines diskreten Systems einfithren. Spéter kann dann
durch Analogiebetrachtung auch das Vektorpotential A(Z,t) als Feld verstanden werden. Betrachten Sie eine
Kette der Lénge L bestehend aus n identischen Massepunkten der Masse m, die iiber masselose Federn mit Fe-

derkonstante D miteinander verbunden sind. Der Ruhepunkt der Massen sei mit z¥, i = 1,...,n bezeichnet und
0 0 0 0 0 o) &4
g 1 e gy e 4o [k d
] 3 ~g; B
Eh QZ EIE qn—] an & 7
der Abstand x? 1 x?, 1 =1,...,n—1sei d. Wir betrachten nun entweder rein longitudinale oder rein transver-

sale Auslenkungen mit ¢;(¢) = z;(t) — 22(¢). Die Endpunkte sind fix, d.h. qo(t) = Go(t) = gn+1(t) = Gnr1(t) = 0.

(a) Zeigen Sie, dass fiir kleine Auslenkungen ¢;(¢) die Lagrange-Funktion L = T'—V in beiden Féllen dieselbe

Form annimmt:
I
L= om ;(%(02 —wh(giyr — @)?) (13)

Hierbei ist wg = 4/ % fiir longitudinale und wg = 4/ % fiir transversale Schwingungen. Hierbei bezeichnet
S die Federspannung.
Tipp: Fiir die Federspannung gilt S = D(d — lp) in der transversalen Richtung, wobei Iy die Ruhelinge
der Feder ist.

(b) Bestimmen Sie die Euler-Lagrange Gleichungen und zeigen Sie durch Einzetzen, dass die Losungen gegeben
sind durch

. . pTm Tw.
g;(t) = Asin (]m) etwrt (14)
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mit p € IN und A € R. Zeigen Sie, dass die Frequenzen w,, lauten

wp = 2w sin (2(5110 . (15)

Nun fithren wir den Kontinuums-Limes durch und erhalten so eine schwingende Saite. Hierzu betrachten wir
den Doppel-Limes n — oo, d — 0, so dass dn = konst. Im Kontinuums-Limes wird der diskrete Parameter ¢
durch die kontinuierliche Variable z ersetzt und die Auslenkung des i-ten Teilchens ¢;(t) durch das Feld ¢(t, x)
beschrieben als

a(t) = ot )|,y - (16)

Hier haben wir den linken Aufhingepunkt der Kette in den Koordinatenursprung gelegt.

()

(d)

Argumentieren Sie, dass im Kontinuums-Limes gilt

g = d2¢ g, = d9¢ 17
qi+1 — q; oz v—id s d)2 y i —qi—1 o emid—d/2 ) ( )
82
Git1 — i — (¢ — qi—1) = dQTIf o (18)
r=id

Wie lautet dann die Bewegungsgleichung? Fiihren Sie hierzu die Massendichte p = m/d, das Elasti-
zititsmodul 7 = Dd und die Wellengeschwindigkeit v? = 7/p ein (transverale Schwingung: v? = S/p), so
dass gilt

1 0% 0%

— 27 _0. 19

v2 Ot Ox? (19)
Zeigen Sie weiter aus (15), dass fiir die Frequenz w, nun w, = w(p gilt. w nennt man daher auch

Grundfrequenz.

Bestimmen Sie die Lagrange-Funktion im Kontinuums-Limes. Ersetzen Sie hierzu d durch das infinitesi-
male Integrationsmafl dz und erhalte daraus

L 2 2
_ _ P |27 _ 200
L—/O dz L, L_Q[Gt Vo | (20)

Die Funktion £ bezeichnet die Lagrange-Dichte.

Begriinden Sie, dass sich das Hamiltonsche Prinzip dann ergibt als 6S5[¢] = 0 fiir beliebige Feldvariation
d¢ mit d¢ = 0,0(0¢) = 0 fir t = tg,t1 bei = 0, L. Leiten Sie fiir eine allgemeine Lagrange-Dichte
L= L][p,0:p,0,¢] die Euler-Langrange Gleichungen her. Zeigen Sie, dass die Bewegungsgleichungen (19)
aus (20) folgen.

Begriinden Sie die Definition fiir den kanonischen Impuls und die Hamilton Dichte

a—L., H:éa—ff—/:.
o) o

Wie lautet dann die Hamilton-Funktion H. Berechnen Sie H fiir (20).

Viel Spafi!

m(z,t) = (21)



