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Ubung 2

Anwesenheitsaufgaben (17./18.10.2019)

In der ersten Aufgabe schauen wir uns die Eigenschaften der §-Distribution genauer an. In der zweiten Aufgabe
beschéftigen wir uns mit den Differentialoperatoren der Vektoranalysis.

A 2.1: Eigenschaften der /-Distribution
Wir definieren die d-Distribution §(z) durch

—+o0

/dx f(x)8(x) = £(0). (1)

—o0
Dies soll fiir alle Funktionen f(x) gelten. Beweisen Sie nun die folgenden Eigenschaften:

(a) Zeigen Sie

/ dz 6(x)=1. (2)
(b) Zeigen Sie
1
8(ax) = —d(x), (3)
|al
wobei a eine Konstante ist.
(c) Zeigen Sie
+o0 +oo N 5( )
r —x;
[asats@) = [ 3250 (1)
e e = s ()
wenn f(z) einfache Nullstellen bei z = 1, ..., 2y besitzt.

(d) Berechnen Sie die “Ableitung der ¢-Funktion”

+0o0 d
[ @@ o0, 5)
(e) Zeigen Sie
5(:1:2—(12):ﬁ((;(xfa)Jré(aﬁLa)) (6)

A 2.2 Gradient, Divergenz und Rotation

Eine zentrale Rolle in der Elektrodynamik spielen das elektrische Feld E und das magnetische Feld B. Sie
geniigen den sogenannten Maxwellgleichungen, welche mit Hilfe von Differentialoperatoren formuliert sind. Im
Rahmen dieser Aufgaben sollen die Definition und einige Figenschaften géngiger Differentialoperatoren studiert
werden.

Sei ®(x) = ®(x1,x2,...,2,) eine glatte Funktion auf R™. Dann ist das Gradientenfeld von ® wie folgt
definiert:

Od(z) 09(x) 8<I>(x)>T.

grad @(x)zV@(x)z( Bl B 7 Dan

(7)
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Ist weiterhin €;,7 = 1,...,
dieses Vektorfeldes definiert als

Wenn V = V®(z) ein Gradientenfeld ist, so ist seine Divergenz gleich A®(z), wobei A = Dy 8(95 FlCaE

Laplace-Operator ist.

n eine Basis des R™,V = S, Vi(z)e; ein Vektorfeld, so ist die Divergenz

div‘?:zn: 9

R
=1 a

V(). (®)

der

Andererseits ist die Rotation eines Vektorfeldes nur dann wieder ein Vektorfeld, wenn die Dimension 3

ist. Im R3 hat man

wobel

(V X ‘7)1 = Z €ijk QA

Es sei nun im R? 7 = (z,v, 2)

rotV:VxV,

T der Ortsvektor, @ ein konstanter Vektor und r = |#| =

3 oV*
07
4 k=1

VaZ +y? + 22,

(a) Berechnen Sie den Gradienten der folgenden Skalarfelder ® (&) mit

i)

i)

o

X

):
O(7) =

8
S| = QU

(b) Berechnen Sie die Divergenz der folgenden Vektorfelder V (Z) :

i)
i)

)

V(@) =&
V(Z)=rd
L
V(@) = s

(¢) Berechnen Sie die Rotation der folgenden Vektorfelder V (Z) :

—»

i) )
i)
i) V(T) =

=
Yz + 12xy
Tz — 8yz + 622
1.
2
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Hausaufgaben (Abgabe: Vorlesung am 22.10.2019)

In der Hausaufgabe vertiefen wir das Wissen zur §-Distribution und zur Vektoranalysis. Bevor wir die Greensche

Funktion als Losung der Laplacegleichung einfiithren.

H 2.1 Mehrdimensionale d-Distribution

Wir definieren die drei-dimensionale §-Distribution dz als

:/ F(A3(F — @)dr = {f@’
14 0)

aeV

sonst.
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(a) Stellen Sie §(7 — @) in kartesischen Koordinaten, Kugel- und Zylinderkoordinaten dar.
(b) Was ist die Ladungsverteilung p(7) von N Punktladungen bei 7, ...,7n?

(c) Nutzen Sie die Deltadistribution in Kugelkoordinaten um die Ladungsverteilung p(7) einer homogen ge-
ladenen Kugelschale vom Radius R mit Ladung () anzugeben.

(d) Was ist p(7) einer homogen gelandene Zylinderfliche vom Radius R?

(e) Bestimmen Sie die Ladungsverteilung eines homogen geladenen Diskus vom Radius R von zu vernachlissigender
Dicke in Zylinder wie auch Kugelkoordinaten.

H 2.2 Identitidten der Vektoranalysis

Es sei ®(Z) ein Skalarfeld und ff(:i") ein Vektorfeld. Beweisen Sie die folgenden Identitéten:
(a) rot (grad)® =0
(b) div (rot A) =0
(c) div(®A) = ddivA + Agrad ®
)

(d) rotrot A = grad (div A) — AA

H 2.3 Greensche Funktion der Laplacegleichung

Die Greensche Funktion G () der Laplacegleichung fiir den Raum R? ist diejenige Distribution, die
AG (7) = 6 (7) erfiillt und im Unendlichen wie % abfillt.

(a) Zeigen Sie:
G(7) = (12)

dass heifit
A% — _4rs(). (13)

Tipp: Nutzen Sie fir G(F) einen Potenzreihenansatz und die Darstellung in Kugelkoordinaten:
A= %g—;r + T% - Winkelableitungen.
(b) Folgern Sie aus (a), dass das Faltungsintegral mit der Greenschen Funktion
7
o = [ L g (14)
R3 |7 — 17|
die Poissongleichung A®(7) = —4wp(7) lost. Inwieweit ist die Loésung eindeutig?

Viel Spafi!



